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La verdad científica se caracteriza por la exactitud y el rigor de sus previsiones. Pero
estas admirables cualidades son conquistadas por la ciencia experimental a cambio de man-
tenerse en cl plano de problemas secundarios, dejando intactas las tiltimas, las decisivas
cuestiones. De esta renuncia hace su virtud esencial, y no sería necesario recalcar que por
eso sólo merece aplausos. Pero la ciencia experimental es sólo una exigua porción de la
mente y el organismo humanos. Donde ella se para, no se para el hombre.
(.1. Ortega y Gasset. Qué es filosofía. Obras, VII. Alianza Ed. Madrid, 1983, pág.
31<))
Sé lo que debo hacer. Si hay 4qo que ver, tengo necesidad dc verlo. Así sabré, quizd.#,
sí este fantasma que soy para ini mismo, con este inundo que llevo en mi mirada, con la
CtCU<:ta y su magia, con el extraño sueño de la conciencia tiene verdaderamente 4quna
solidez o no. Deseubriré sin duda lo que se oculta en mis actos, en ese fondo ultimo en
que, sin mí, a mi pesar, sufro el ser y al mismo tiempo me adhiero a él. Sabré si tengo un
conocimiento y una voluntad suficientes sobre el presente y el futuro, de modo que, sean
ellos como fueren, nunca experimente su tiranía.
(Nl. Dloiukl. La Acción. Ensayo de una crítica de la vida y de una ciencia de la
prdctica B.A.C. Madrid 1996, pág 3.)
Índice
O Introducción
0.1 Enunciado del problema.
0.2 Antecedentes históricos
0.3 Aproximaciones al problema de <:lasiflc:acioii
0.4 Estructura de la. memoria
0.5 Perspectivas
1 Variedades con dual degenerada
1.1 Aplicaciones (le Gauss y variedades dc tangentes
1.2 Variedades con dual degenerada
1.3 El luigar cíe contacto
1.4 Ejemplos
2 El fibrado normal al lugar de contacto
2 1 Restricciones sobre el fibrado norrníal al lugar de contacto
2.2 Estructura de la restricción a. una. recta general
2.3 La Cohornología del fibrado normal y sus twists
2.4 Geometría y cohomología
2.5 Estructura <le la restricción a. un plano general








3 Variedades regladas, secciones hiperpianas y productos
3.1 Caracterización de las variedades regladas
3.2 Secciones Iriperpíanas
3.3 Productos de variedades con dual degenerada
3.4 Ejemplos
4 Clasificación de variedades con defecto Cercano al máximo
4.1 El teorema de las tangencias dc Zak
4.2 Variedades con defecto una imidad menor que el máximo
4.3 Clasificación í>ara un valor general de p
4.4 Variedades con defecto dos unidades menor que el máximo

























5.1 Relación entre el índice <le las variedades de Pmo y el rango del fibrado
normal al lugar de contacto . . 83
5.2 Cota.s para. la <ijinension (le variedades de FÁno de defecto positivo en los
indico..s siguientes 85
Convenios y notaciones
En todo este trabalo con el término variedad proyectiva X indicaremos un subesquenna.
reducido e irreducible (le un espacío proyectivo complejo IP.
Supondremos siempre que la. inmersiéní (le la variedad proyectiva X en el espacio proyec-
tivo jpÁ es no degenerada. es decir, no existe ningún hiperpíano H 1pNí del espacío
proyectivo ambiente H c w~. de modo que se tenga la inclusión X c H G
Adoptaremos el convenio por el quíe el espacio proyectivo ~ es el esquema asociado al
espacio de direcciones de un C-espacio vectorial V de dimensión AT + 1 y lo denotaremos
FN P(V).
Coherentemente con la elección anterior. G(n, N) deííotará la. grassmnanníana <le espacios
proye(:tivos de dmniension u en FN = P(V) que es el esqtmema asociado al conjíníto de clases
de equivalencia <le vectores descomponibles del producto exterior Afl±í(V). Los puntos
dc unía gra.ssmna.niana. seran denotados con letras mínusculas, 1 e C(n, N). mientras <tire
los esl)a.cios lineales asociados se denotarán cori mayúsculas, L = IP”.
El espacio tangente de Zariski a X en ;r se representará por TX~.
Escribiremos Sinq(X) para denotar el subeonjunto (le puntos singulares de la variedad
x.
El haz invertiible sobre X que produce la imnersión de X en pN será Ox(1); <Dx(rn) el
producto tensorial Ox(l)®m y Vx(—m) el haz dual de Ox(w.). es decir, Ox%m)
OxGrn)*.
Represemmtaremos por U el librado universal sobre Ja grassníaanñana G(n, N), es decir, el
fibrado vectorial sobre C(n, 2V) cuya fibra en cada punto 1 e G(n., N), U1. es el espacío
vectoria.l que a.l tomar el espacio proyectivo de direccionmes produce el espacio proyectivo
L IP’
1 c FN.
Sea E un ha.z sobre X, denotaremos por H’(F) el C-espacio vectorial de cohomología
í-esimna H (X, E). prescindiendo de escribir la variedad X. Denotaremos por h’(F) la
dimensión de H1 (E) t:omno C-esíacio vectorial.
Adoptaremos habitualmente un punto de vista, clásico, en el que las variedades serán los
puntos <londe se anula un conjunto (le polumomios homogéneos en 1V + 1 variables. El
funetor t <lefinido en E19, 11.2.6.] permitirá pasar de este lenguaje clásico al lemígmiaje de
esquemas.
Por otro lado también adoptaremos en algunas ocasiones un punto de vista analítico en
el estucho de cuestiones relativas a variedades lisas. Las habituales transformaciones tipo
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0.1 Enunciado del problema
Podennos enmpezar la introducción de esta nucínoria con las siguientes palabras de Zak
extravías de la introducción a su libro Ta’ngeuts aud secants of alqebrale varieties [52],
en las que se senala la recuperación del interés por los teínas de la geometría algebraica.
inmmmersa:
During the last twenty years algebraic geoínetry has ficen experiencuig a re-
mmnarkable shift of interest from developnient of abstract theories to investiga-
(ion of concrete properties of projective varieties. Many probícínís of classical
algebra.i(: geoímietry concentrated around the notions of linea.r systeímís, pro-
jections, (emnbetlded) tangent spaces. etc. By usinmg mnodern tecímniques it has
la.tely becorrie possiblc to make considerable progress towards the solution of
sonne of these íroblems.
Emí particular, en esta vuelta al esturdio de los teínas clásicos de la Geometría Algebraica
Proyectiva se enníarea el problema que abordamos en este trabajo. que es el de establecer
resulta.dt.s de clasificación wnra. variedades proyectivas lisa.s inmersas en un espacio proycc—
tivo de forímna no de”enerada cuya variedad dual. subvariedad del espacio proyectivo dual,
tiene diniensmon menor que la. esperada.
Problema: Clasificar las variedades proyectivas lisas X C 1pN mio degeneradas cuya
variedad dual X~ c W~v* no es una hipersuperficie, es decir, dvm(X*) < 1V — 1.
La variedad dual X* c IPN* de una variedad X c TEN se define corno el conjunto de
hiperpíanos tangentes (en el sentido de que contienen el espacio tangente proyectivo en
algúmm punto de X) a la variedad X. Esta variedad es unía hipersuperficie del espacio
proyectivo diral para la nnayoría <le las variedades. y se trata. (le clasificar aoíuellos ejemplos
de variedades lisas cmi que la (hiImmensión de la variedad dual es estrictamnente menor cíne 1V —
1. A estas variedades la.s Iiifinaremos variedades con dual degenerada o, si denominamos
defecto de X a la diferencia N —1—— dim(X*), variedades de defecto ynsitivo. Observamos
qume c:on el térmuino va.rieda.d (mal degenerada no nos referimos a que la. variedad dual esté
conmtenída. en un hiperpiano del espacio proyectivo dual sino a qíne la dimensión es menor
que la. esperada..
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0.2 Antecedentes históricos
t.
Podernos empezar por los trabajos (le Bertini y B. Segre [48] corno una prumícra referen—
cia. donde la variedad dual se demuiestra como uní objeto interesante. La preocupacion
fruida.mmiental en ese muoniento era. encontrar una variedad que i)a.rammmetrizara el conjímuto
cíe variedades <le urna cierta. dimensión y grado fijados en muí espacio proyectivo taímml>ién
l)re(lett~rminado. 1 a ide de Bertimmi. que recupera B. Segre.. es asociar a. cada. yariedad
x c su variedad dual X* c pN~ que es. en general. una hipersu.¡perficie (leí espacio
proyectivt> dual. Si fijamos la clase (el gra.dt <le la variedad dual) de X cii lugar del grado,
la. mayoría de las xamu d roles cíe clase .s y dnnensión nr en 1P’~ queda.ríamm parainetrizadas
por un subeonj unto oh jo-, i>olimmomios hommiogéneos de gra<lt} s en 1V + 1 variai.>les.
El prol>lema es entonces estudiar aquellas variedades ena dua.l no es una. líipersuperfieie.
Bertini propone en tal caso hacer la. signíiente construcción. Observa. primero qume el lugar —.
en que un híperpiano general It E Xt es tangente a. X es muí espacío lineal (le una cierta. —
dimension A: (de modo que dimn(X*) — V — 1 — It) que deimominamnios lugar de contacto de e
X y el biperpíano H. Por tanto se puede construir una ai>li(:aeitur a la correspoirdiente
grassííiannía.na:
‘y
U: tic >0 —+ G(Ic.N)
‘y
(•l>~~ asigna. a. cada hiperpiano tangente general (en el abierto U de X*) una. s.mbva.rieda.d
lineal <le dimensión A: de IP’’ y de este modo nímm pímto cnn la grassmmnanniana & (It .1V)
.
Podenios entomices constrniir la variedad dual de la. inmmnersiómn <le Pliicker cíe 0(U) cmi sun
____ 1 itt i ‘y
correspondiente esí.acío proye(:t.ivo G(tJ) <—~ IP’1’ donde NI = ~ ~ )
e.
Si esta variedad dual es una hipersuperficie el proo<~o comnluíye; si no. su projumesta. es
repetir este proceso iterativamente hasta obtener rina hipersupertncie.
Estos pruneros artículos dan hmga.r a una lírica de trabajo en la que se estunolia. este í>roeso
iterativo, conocido como serie de Bertini y se estudia. cuándo es un proceso finito, cuándo
iio lo es (precisión que parece díne se escapé a. los autores Bertiul y B. Segre)... En este
e.
círculo (le ideas ha trabajado Rogorrn y se pueden (:o)nsuilta.r sus trabajos [43], [44], [45]
para. mas inforunaciomí ac:erca de estos tenias.
‘y
Un segundo contexto en el que <:obra. interes el estudio (le las variecla.dtts proyectivas con
dual degenerada es el que se <ho en llaníar conjeAura generalizada de la pwírza del lugar
de ramzjieacíón. Esta (:onjetlmra estable(:e lo siguiemíte [42]:
Sea f X — Y ‘arta apheación prvpia entre X, variedad lisa de dímenston u, e Y
variedad l¿sa de dimensión ni. de modo que todas las fibras tengan dzrnenszon u — tít.
‘yEntO7U?C8
‘y
dinn(Y) — dinn({q E Y : j.~t (y) sinqú.la.v}) = 1.
El resultado es ciert. i)a.ra. ‘1¿ = ni (cornjetura de la plíreza. del lugar de rannificación)
y para. it = nr + 1 [42]. [4], [50]. Emí el caso sigumiemíte. u = tít + 2. Raíría.nujamn y
Mlxunford establecen en [42] un ctmt.ra.ejemplt. Posteriormente, en el libro homenaje a
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R.aíniaínuja.xn. [373,Mumford señala cómo> las variedades con dual degenerada son también
un comnt.raejenn~>lo a. esta. conjetiora.
En efecto. tomando la variedad de incidencia siguiente:
1= {(x,H) : § c H} cxx pAt
y la í>roye~:cioii
p: 1 e
tenemos una. al)licacion en las hipótesis <le la conjetura. El conjumnto de puntos de pN* cm
los que la fibra de p es singular es justa.mnennte la varieda.d <lual X*. lo que muestra que las
variedades con dual degenerada, en las qire la dimensión cae mas de lo esperado, son un
contraejenií.ño a dicha conjetura.
En este nxismmno trabajo Mmnford, tras presentar las variedades con dual degemnerada corno
contraejenuplos a la coujetmtra generalizada de la pureza, aporta. el único ejemplo de una
variedad con dual degenerada. que (:ono)cIa. en aquiel momento, las grassmannianas de
rectas en un espacio proyectivo de dimensión par, con una aproxiniación algebraica
a tal hecho que repro<lueiremnos en el capítulo 1. Pero en una. miota a pie de págimia comenta
(lite Beid le ha sugerido algunos otros ejemplos, en concreto cierta.s variedades regladas
(con algiunas condiciones sobre la comparación entre la. olimensión (le la. fibra. y la. base)
comnt. otras variedades con dual degenerada..
Estos han sido los primeros pasos de este problema dc clasificación. Dc ahora en adelante
nos centraremos en el estudio de las distintas maneras de afrontar esta cuestion. Pero
emntenndenios conveníemíte termimnar esta seecron de antecedentes Inistóricos citamndo otros
au.mtores tino han trabajado sobre variedades duales, abordando <listintos problemas reía.—
(:lomnadOs comn este objeto. Nícinnan, Hefez, Turrini, Pierre, Weynnan y Zelevinsky, Ballico,
l-lohne. Zak...
0.3 Aproximaciones al problema de clasificación
La geometría diferencial proyectiva es un primer punto de vista que se puede adoptar
para abordar este problema.. En sim remnomubrado artículo [163 Griffiths y Harris (lan re—
sultadIos de caracterización de estas variedades, presentándolas corno aquellas variedades
para las que, en el punto gemíeral, cada cuádrica (le la segumuda formmna fundamental es
símígular. Aparecen las grassníamnníianía.s de rectas en un espacio de dimensión par como
ejemniplos y se comprueba que la variedad dual del resto de grassmanranas es siempre una
Inipersuperficie. Y adenniás se exponen ciertas caracterizaciones de las variedades regladas.
Esta línea argumnemntal ha sido seguida por Landsberg [273,[283,que en sus últimos trabajos
caracteriza algunas variedades (munchos de los ejemplos <le variedades con dímal degenerada)
por sun segumnda formnía fundiamnental en un punto general, i.e... demuestra. resultados del tipo:
“si X es una variedad de modo que en el punto general el sistema limícal de cuádricas que
det<.~rnmimma la segunda formmía fumndamnental es el níisnno que el de ciertas variedades 1’
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(alguna.s gra.ssmnanrnana.s, algunas irxnmnersiones de Segre de ciertos proWmctos ), entonces —.
X es isomnorla a Y’.
Otros autores han <lacio resultados <le clasificación desde el estu<li<> <le la topologia y
de la teoría de adjunción. Así í>odeímos cita.r la. clasificación ole Lanteri y Struppa de
variedades con duxa.l degenerada y dimensión nmmenor o igual íníe 7 [32]. La. idea clave destie
el px.mnto (le vista topológico es que la. topología tic í.ína variedad con olual deaenerm us~u.<da
b
fuertemente reflejada. en la <le una sección hiperpíana general. los teoremnas (ipo Lefschetz
van mna.s allá dt~ lo esperado [30], [31]. Esto Imace que de la fórmula dc la clase de La.nmdmnamm
[32] se puiedan extm’aer restrictivas conmdiciones.
La teoría. de adjuníciórm aporta. el crucial trabajo conjunto de los autores Beltrannetti,
Fania y Somumese [3] en el que se presentan resultados de c:lasifleación de variedades <le
defecto positiyo para. dimnemísióxm menor o igual que 10 y un te<reímma de estruictura <le
<Tichas variedades. c:onsecuencia del estudio ole su mímorfisímno ‘nteji por el que la.s variedades
con dí.ía.l degenerada somi variedades (le Fano o fibraciones sobre variedades (le Fano. Estt
imímíestra que la clasifmcaciómí que buso:anmos debe cenítrarse sobre to.lo en las varieola.oles <le
Fario comí dual <legenerada. ‘y
Firmalmnente, no en semmti<lo cronológico, en <los a.rtícul<s sobre este temna. [7], [8], Fin pro>pone
otro tipo de técnicas para aproximarse a este pr<}blt~ína ole clasificación. Los a.rgníínentos
cemítrales de estos trabajos de Fin se refiert.~n al estmndio de las variedades lineales <le
<linmensiórí A: (los lugares <le contacto) en los o~í.íe el hiperpiano genneral ole X es ta.nngente
a la variedad X . Para el estutlio <le la disposiciórm (le estos cspa.o.:ios lineales en la varieda<i
X resulta un instrumento a.<le<:uad< el fibrado normal al luga.r de contact.o general L en
la variedad X denotado AI¿/x. Hay varios hechos básicos que van iniponiendo fuertes
(:ondi(:iones sobre dicho librado:
i) el luga.r de conta.cto es 1.111 espacio lineal.
u) hay ímn bíperpíano tangente <luxe eS tangente a 1<) largo del luigar de contacto.
iii) se pnedeim esti.xdia.r las faxmmilias de espacios lineales <le dimensión It eii A. es decir.
el esqucimia de Hilbert <le IPk ‘s en X.
Estas ideas geoxmmétricas se w~meden ir tra.<luciendo cmi iníformaciones sotre dicho fibra.o.lo.
Fin ha estuoliaoio algumías de estas traducciones y ha podido <lar teoremnas de anulaciómí
de o’:ohonmología de 10)8 twisis del fibrado, así como un resultatio fundamental sobre la
estructura dc la restricción de este fibrado a ima recta cualquiera en
clji brado es unfibrado ‘uniforme de tipo de escisión (0. (3,0, -‘—1. —1. —1) donde
el n’órrt ero de ceros es igual o.l número de ‘valores -1.
Con estas propiedades del fibrado. Eimn establece em [8] l¡r clasifica.eiómx de varicolades cín
que se tiene la igualdad dim(X) diii, (X*) cori la condiciómm adicional no < 2N/3. Estas
variedades sono bien inmnersiont’s <le Segre ch’ ~ ~ IP”1 ~: j~2Tt.—i ola inmuersiómí de Pliicker
de la grassínanmiiana 0(1,4) c IP~>, o la variedad espinorial S
4 c Wi5 de dimnensión 10
que paramnetriza los espacios lineales de dimnensión 4 en una cuádrica lisa de IP
9.
La commdicióim u < 2N/3 imo es, en principio>, una. coíidición demniasiado restrictiva porque la
plausibilidad de la conjetuira de Hartsliorne de intersecciones commipleta.s [18] (si u > 2N/3
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entonces X es una. xntersecxonm completa) aconsgja esta región como adecuada para estable-
(ter resultados (le (tíasificación de variedades comr dual degenrerada. ya que las intersecciones
completas tienemm defe<:to> cero.
Estos trabajos de Em y los estudios <leí fibrado JVL/X somr el pmmmmto cíe partida. de nuestra
immvestigacion.
El teoremna (le la.s tangencias de Zak [52] se pueole aplicar para. determnina.r la desigualdad
di.on(X*) =di’rtt(X)
lo que sugiere agrupar las variedades con dual degenerada en conjuntos S~, emm los oíue
din¿(X*) — dim(X) p dommde p tomna valores en los números naturales. Em ima clasificado
el caso p 0.
En í.imma conversaemon ctmm el prt>fesor Zak duramite una. estancia suya. cmi Madrid, sugirió
la posil>ilida.d <le demostra.r que eím el conjunto S~ sólo> hay variedades regladas o see—
cionmes liíperplanas de las variedades clasifit:ada.s por Eimm. Abordarnos este problema comí
éxito o.’xtendiendo el estudio del librado .~IL/x y adenitis obtenemos otros resultados muy
hmteresamítes de clasificación de variedades con dual degenerada.
Esto cletermmnna la estructura (le la. muennorma.
0.4 Estructura de la memoria
Comenzarnos en el capítulo primero olefiniendo> con precisión todos los conceptos que vamm
a ser necesarios: variedad conormal, variedad dual, aplicaciones de Gauss, variedad con
dual degenerada, defecto, lugar de contacto... y presentando unía colecciómí de ejemnplos (a
la íostre todos los conocidos) (le variedades coím dual degenerada. En este capítulo todos
los resultados habían si<lt> establecidos anteriormente, salvo la. presermtación geomnétrica
que se hace en los ejemplos (1.23) y (1.26>.
El segundo capítulo está dedicado integramnente a.l estudio del objeto central de toda
esta teoría, el librado normal al lugar de contacto general. Em lía construido, por medio
(le rina seecion global del fibrado 9 (K¿~ ) (1), uní isomorflsmno enítre dicho librado normal,
A’$x. y el librado A’?/X(—l). Esto í)tmmrmite conocer la. restricción de IVL/x a unía recta
general ole L. Observaremos qué conmdiciones inmmpone este isormiorfismo. lo que nos pernnmitirá
excluir ciertos librados sol)re el espacio proyectivo conio candidatos a AI$X.
Emí el final de este capitulo. sección (2.5), y ¿Tracias a una tradimeción sobre el librado de
ciertas condiciomíes geométricas sobre el lugar de contacto, seccmonm (2.4), mrosotros somos
capaces de establecer un teoremna (le estructínra de la. restricción cíe KL/X a un planmo
general de L. Ademnás presemmtaímmos en el lemnia (2.20) imna mna.nera muy productiva de
extraer to~la. la informmmación de los resultados de anulación de la cohomnología <leí librado
.AIL/x y sus (lifcremmtes twists .A4/x (a).
El capítulo termnimm comí una clasificación de los librados de rango nuemnor o igual que 10
sobre u.mn íilammo que pueden ser la restricciónm a un piano general de un librado AIpx.
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Todo este estuolio del fibrado ímorííía.l conduce a resultados de clasificación nuevos, cíe—
mn<>stra<los cii lts tres últímímos capítulos.
Emí los ca.í>ítrmlos a.mmteri<>res se conníenta. cómo se í.míeclení commstriíir variedades de defecto *
positivo a través <le otros e;emmmplos conmocidos: tornando seo:cmomíes Liperpíanas o iíacieíído
*el pmocbict.o de uíía. variedad coím olefecto positivo y otra variedad, domíde el defecto> de la
primmiera es mmma.yor que la. díímíemmsíónm (le la. segummmda. Em el capítulo tercero estuclianmuos
cónio el librado A/I¡x refleja. en sim estrrmctumra cl Imecho de que la varicolad X sea el resumítado
<le efectua.r unto <le estos írocesos.
Emr particular se caracterizan la.s variedades regla.<las coííío aqmméllas en las qmme el fibrado
A1L/X escimíde conmrt suimía de librados de lírica. Este resimítado es esencia.lmmmeníte el probadopor Em eíí [7, tlíímm. 4.1]. Simnplifica..ínos srm demnostraciómí íor la. imíclusiómí de ciertas
caractermzaciomies de los t~sl)acit)s lineales [43]. B.emnarca.íímos sobre todo la estrmmetura. de
A1L/x a díferenmcia <leí trabajo (le Eimm o.iommde 1<> immoport.anmte es que el defecto es gramíde cmi
conípara.cíonm (:onm la dinnemísión de la variedad.
Quedaíí tanmbiénm caracterizados los fibrados ííormnales <le seccioííes hiperpíamías o pro—
duetos, y denmostranios algrííít>s interesantes resumítados de no extemmdibilida.oi. Es, desde
mmmmestro pumíto de vista, ¡.artíeul¡u.rníente sumgereííte (por la. imtilizac:ióíí que lía~:e <le nmíu.mchos
de l<>s resultatlos que proba.íímos previannerute) el resultado en el qtm~ demmítstra.mmíos quie muía
extensión ole riuma. variedad con dual degenmeratia es uíecesaríamemíte uínma variedad con dría.l
degenerada y los Ligares (le contacto respe<:tivos se rela..cíoímarr 1.)or(lrie cl lugar <le comitacto
de la variedad ole part.ila. es la so~o:ción hiperpíana. corresptmdiente <leí ~ de comítacto
de la extenmsíóuu. Notamos que el reo:ípro o era. i>iemm cono<:i<lo.
El capitulo cuarto es. a imuestro emmtcnmder <‘1 que comitieíie los resmmltados mnmás iííteresamítes
de la mmmemííoria. En él extendemmmo>s los r o siultados <le clasificación de variedades comr dua.l
degenera.1a al caso cii qrme dim(X*) dm(X) + 1. Eím comícreto denííostrarmmos qume la.s
unícas variedades co>íí esa igualda<l di díínensiommes. it = 2N/3 y defecto positivo son
ciertas variedades regla(ias y secciommes líiperplana.s de las varie~1a.<les elasifica.da.s por Eimu.
Esta clasificación ha aiia.rec.icl<> íu.rblica.<la en nuestro trabamo [38].
Eíí la dermmostraciómí resulta fuímm<la.nnemmta.l el lermía (2.20) qume permmmitc plantear, gracias a
los teoreííías ole aíiula.eíón y a la f>rnía. del Lérrmmino primmmero de la sucesiórm espectra.l de
Beilinísomí del fibrado .AIi7¡~, una ecuaciómí diofá.rmtiea oíu.íe involumera al ramigo del fibrado
normal y cxmyos coeficientes son ciertos números c>mbimxa.toríos. Umx poco <le teoría básica
<le distribucióní de miúnicros primmmos Pernmmitira. comíclumir la mío existemícia <le soluciomies de
esta ecuación. La idea central (le la denmmostraciómm es emmtoííces observa.r <lite las couídicionmes
sobre el fibrado ]\L¡x serrala<las cnn los capítulos anmteriores lo dete.ruíuimuan eomplet.aííiemite,
imo existiendo cnn la mna.yoría de las oeasiomres. Si cl librado íí< puede existir tampoco lo
puede hacer la variedad. En otr<s casos doíide la técmuica. mío es tan potemite., los cammoli<latos
mm fibra<lo ííormmral soíí uína cantidad íeíu.reña (lista. <leí capítulo 2) y se pumedemí desarrollar
ra.zonianííienítos a<l líoo: para <:la.sificar la posible varietiad. Somr frmmida.mmíemmtales las <:la.sifica—
<le las varic~lades de Dcl Pezzo> [14]. [1.5]y Muka.i [35]. [36] para. (leterniiirmar la lista
ole varie(la<les <le defecto positivo y di írt(X) dím(X*) + 1.
Tanibién se prueba. cii este capítumio uní rcsmmlta.do ole finitutí para. las teríía.s (N, ‘o.. A:), domíde
1V es la ~limmmeuísíómídel espaek> proy’ectivo amíibiente. u es la dirmmenmsióui ole la variela.d y A:
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el defrcto, de variedades para las que se tiene la igualdad de dimensiones
dim(X) = dirn(X) +p
que no sean regladas, siempre con la hipótesis adicional n < 2N/3. Llamamos 8, al
conjunto de dichas variedades. Este resultado se demuestra de forma natural aplicando
cl mismo círculo de argumentos que en el caso dim(Xj = dim(X) + 1.
Conio aplicación de estos resultados de finitud presentamos el caso p = 2, es decir donde
dirn(X*) = dim(X) +2. En este pupo la clasificación no será completa pero ilustrará el
funcionamiento de nuestras técnicas, que producen:
i) un teorema <le finitud obtenido de una familia de ecuaciones diofánticas que elimina
casi todas las posibilidades de las temas (N, u, k) en
u) unos casos restantes en los que las clasificaciones de las fibrados del capítulo 2
servirán para eliminar algunos de ellos.
En este grupo 8.2 permanecen algunas variedades sobre las que nuestras técnicas no apor-
tan resultados clasificatorios. En el final del capítulo en cuestión señalaremos las razones
que impiden en estas variedades concluir con nuestros argumentos.
En el capítulo quinto vamos a responder a algunas cuestiones presentadas en el trabajo
de Beltrametti, Fania y Sommese [3]. En este articulo se presenta un resultado central
sobre la estructura de las variedades con dual degenerada: son fibraciones cuyas fibras
son variedades de Fano de defecto positivo. De alguna manera se está indicando que
los resultados de clasificación de variedades con dual degenerada deben centrarse en el
estudio de las variedades de Fano con dual degenerada.
En esta linease presenta otra agrupación de las variedades con dual degenerada, en función
del índice de Fano, Los grupos van a ser ahora variedades donde se tiene
def(X) = dim(X) — 2m
con rn un número natural.
Nosotros presentamos aproximaciones distintas, más geométricas, a los casos conocidos
m = 1 y rn = 2 y resultados de clasificación en el caso vn = 3.
En los siguientes casos m > 4 Beltrametti, Fania y Sommese se preguntan sobre la
existencia de ejemplos de variedades de Fano con defecto positivo. En particular, se
cuestionan la posible existencia de dos variedades donde la dimensión, según las cotas que
pueden establecer dichos autores, seria máxima: dimensión 13 y k = 5 y dimensión 17
y k = 7. Podremos afirmar, usando adecuadamente las clasificaciones del capítulo dos,
la no existencia de las variedades involucradas en estas dos preguntas e incluso afirmar
cotas mejores para sus dimensiones.
Finalmente podemos terminar esta introducción presentando algunas posibles perspecti-
vas que nuestros resultados de clasificación de variedades con dual degenerada y nuestras
técnicas sugieren.
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0.5 Perspectivas *
e
La. mnmeta fínídamnenta.l enm est.e tenna es c<mcliiir umia clasifica.ciómm to>ta.l ole este tipo de
vamicdaoles. Parece míatuiral penmsar que no existen nnás ejeiiiplt> qume los conocidos.
liii primer resultado que es posible conjeturar a partir tlel estmídio de lc>s ejemplos y <le los
resultados (le estructuira dcl fibra<lo o:omiormal es que dicho librado es diagonal. Esto <luiere
<lecir que cl términio primnert) en la su<esiomí spectral de Beilinsomí sólo tiene elcímientos nno>
mmính.s cmi la. tliago>nal ]) + g O co>mí lo qmíc h suicesiójí espectral estaciomia. enm el lirinmier l>as3~>
y sc puede establecer <píe dielmo librado
‘y
Este resmíltado permííitiría avanzar cii la cl msufi acicíl (le las vanieda.<lcs con dual degemmeraola..
Eím el caso> pa.rti(:tmlar (le la restrieciómí a mí plamio, o cqtmivalentcnmiente defecto igmíal a clo>s,
la <liagt>uialit.lacl (leí librado coníornnal es equivalemíte al siguiemite In.~<:Imo geommíétrico. Fijannos
mmn plimito p geíicral cmi 1V y umía recta geimeral en un plaii<> gemiera.l tic comítacto que pasa
pon dicho> ptmnto. Por umí lado coleeciona.ímmo>s toolos los lugares de cojitacto que pasamí por
p, que es una varie<la.d irreducible en la grassnmíanniana.. de planos y construiuiios la fa.mmiilia
de recta.s í.or dicho pinito comitemmi<las cuí unno de estos plaimos. Por otro la.<l<> conístri.íimts
el esquema de Hilbert de rectas que pasamí por p en A. Si estas dos famímilias. cutre las
<íu.ie se (la unu claro comitenmido. soní iguales, se tieuie (lije el fubrado comiornial restriíigiolo a.
un plano general es (le la fornía, esperada.
‘y
~L/X I?~ = 0y2 (—1)(>h0%I/x KW §?y2 (l)d)/t.VKZ/\ W ~
Ení otro caso, debermaní existir mnuícbas rectas en X qume pasami í~>r p qume mío tstán .:o>nteuiidas
cuí un plano de (:onmta<:to y en la nimisnia coniponeníte irrcduo:ible o}ume L. Esta situmaciéní mío
ocurre en ningunmo> de los ejemnpltís.
Esto perníitiría. preguimítarnos s<>l>rc la informnaciómí geoníetríca conitenuícla. cmii (ta(la umio
de los suníaíídos del fll>rado jiorínmal. Posibicímiemite relacioníada. (:omi la estructura. dc las
variedades con dual degemíerada. que se describe en [3].
Enm el desarrollo de nuestra inmvestigacicum tratamos cíe denmiostrar uní teorenia síuíiilar a.l dc
la. cara.cteriza.cmomi de varie(la.des regladas cmi térnmnimíos de su librado ííormnal que vemniría.
a <lecir <íue si X~¿/A. ~ (1)e” entomices 1V es unía grassmmiamimmnaaia (le rectas. D.~ forímia
colateral aparece el i>roblemmia <le la.s caracteruza.cuomies de bis grassmmmanmíia.nmas. Se podría.
tratar de prol.=mralgúmí resultaolo dcl tipo de los existemites para la. caracterizaciómí de
espacios linmeales. Esto es. dada unía varie<lad lisa. X de olimneusión 2n + 1 conteniendo
tantas grassniamimíiaiías dc rec:tas en W’~ comino si fnera bu. propia. 0(1, u). <leniostrar cíne
X es 0(1, u.) o alguna. variedad con muchos espacios lineales, por ejeníplo, una variedad
reglada.
Finainiente observar <jiie exístemí variedades (:011 <lumal (legcniera.~la clistimmtas comm el muisnio
defecto y el mismo librado JVY/x pam el lugar de c.omxt.a.ct.o> general. Esto inolíca que
solaniente el librado íiornmal mío sirve para re(:u.iperar lii variecla.oi. Sería iníteresaiit.e saber
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Variedades con dual degenerada
Emí este prinmíen capítulo líacenios unma presentcmcíomm de las olefluíiciones y notacionmes (le
los objetos <le estucho: espacios tangentes proyectivos ínnnersos, aplicaciones de Gauss,
variedades de tangentes, variedades duales... Dareíííos una nocíonm de dimensión esperada
para la variedad dual a. una variedad ~)royectiva lisa, y enmtemmderennos conio variedad con
dual <legenmerada acíi.íella. variedad para la cual la dimnemisiómí de suí va.ricda<l duial es nmieiior
oiue la. dimmmemmsiómm esperada.
Definiirenio>s el Ligar <le comitacto entre uní hiperpíano ta.íígemíte general y la varieda.d comno el
o:omijumíito <le puíítos de la variedad emí los que di<lmo liiperplarío es tangente. La linmeali<la.d
<leí lugar (le contacto supone una dc las características geométricas más sobresalientes
(le las variedades con dual degenerada. Son por tamito variedades barridas por espaemos
linmeales. en el sentido de qume por el pumito general pasa un espacio linea.l dc contacto.
Terniinareímíos el (:apítuilo proporciomiando níma. lista de ejemmmplos de variedades con dual
degeuíerada. que va a recoger todos las variedades de este tipo> conocidas.
1.1 Aplicaciones de Gauss y variedades de tangentes
El concepto fundamental en nuestro estudio <le la geometría inmersa de una variedad
proyectiva 1V en las (:ondiciones establecidas en los prelimninmares es el de espacio tangente
pro yectz’co o. 1V en un punto liso x 6 1V.
Eíí térníinos clásicos, es decir. consideramído 1V conmio el comíjunnto de ceros de un comíjmníto
de polimiomnios Imonmuogéneos en 1V + 1-variables, este espacio proyectivo va a ser:
Definición 1.1 Sea 1V c 1pN una variedad proyectiva de dimensión n y sea x (x0
iv) un punto liso de X. Tomamos {Fí, F,.} c C~0 Xy] generadores del ideal de
1V. Sc define ti espacio t.angcnt.e proyectivo inmerso a X en el punto :r (que denotaremos
Tx~) como el lugar de ceros determinado por las ecuaciones lineales {z:L0 ¿[itt) 1V~ : =Dxi
O 1V. j 1
Este espacio tamigemite Tx,~ es unu espacio ~)royectivo <le clinuensión u. Geométricamente no
es Imiás <íuíe tonníar A el <onuplemnenitario de una sección hiperpianma. dc X quie mio pasa. por
a:. de nnanera. cíue A es una varie(la(l afíní y el espacio tangente afííí ení a: conípletado con
15
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los correspommdíemmtes pmmutos del imifimuito es el cspao:io ta.nmgeí’mte proyectivo imimnerso a 1V cmi
a:.
Usarenios a umentulo que las direcciones <le este espacío tangente aUn estámí gemieraclas por
los vectores tangentes a arcos anabtí<os 7(t) c 1V tales que (O) = e.
Otra. definición e(.llmivalente (le este cspa( mo <le corte nmniy geomímétrico, es la. siguiente.
Defininímos la. aí.>licacióui 5 1V — fi } ((1, 1V) qu.ie asigna a eaola punto p de1V fx}
la recta <jue lo imne <omm a:. est<> es 5(p) 1 comm 1 cl Piiiito cíe la grassmmmaiiiiianma ole rectas
<:orrespoiidieníte a la recta L que una p ‘~
Podemiios tomnar almora la clausura cnn 0(1,1V) de la inmagen <le 5, y obteííemmmos mína sumb—
variedad (le la grassunamomiia.íia S~ := S(X — { 4) C 0(1,1V).
Construminios coimio es habitual la variedad ole inmeideincia.:
1= {(q,l) : gEL, lc 54 c x 0(1,1V) 4’4,
con sums dos proyecciones. respectivaimiemmte Pi y P2 —,
Entonces definmimnos el espa.<io tangente proyectiv< inímníerso <le 1V cnn a: conmio
4’
PuP
2~(Sx — 5(1V — {w})).
Y se puede comprobar <jíme las distinta.s aproxunaciones al concepto de espacio tangente
proyectivo inmerso son ecímmivaientes [17].
Desde el íunmto de vista del estudio de la geo>metría proyectiva. dc la variedad A es iii—
teresante pregumutarse sobre la. disposición ole los’ espacios tanigemmtes proyectivos en los
diferentes puntos de 1V, es decir. conístrizir x’ anjahzar variedades que para.ímietriceii los
espacios tangentes, o variedades auxiliares que parametri(:en lcs espacios lineales que ccní—
tienen a <lidios espacicís tangentes y nos permitan (iescril)ir esta disposición [52].
Desde el pnnt.o ole vista ole geometría. oliferencial pro~yetix~u., interesa el mo’ním~ento <le
dichos espacios. y aí.a.re<:eni ímístruímieiítos (:<>mmio la.s fornías fnmmola.mmicnt.ales, [16], [273 qííc
nnidemm dichos ímn<>vmíímienmtos de los espa.(:ios t.a.íígeumtes cuí olireeciones ec~ncretas.
4’
Nuestro trabajo va a untilizar el prinner emmfoqíme do.>íicie se pue(lemm establecer las sigíuieíites
definicioímes:
Definición 1.2 Sea 1V c IP’ variedad pro pee tira cíe dzmension n. definimos la a.plica(.mo.>im
de Gauss como la apt~cacion ‘y,~- : X — Sin q(X) e G(’ri. 1V) que asígna cocía vv.nto a: en
la parte no singular de la variedad 1V el punto de la g’ro.ssmannío.na correspondiente al
espacio tangente proyectivo imtmerso en dicho punto Tx.r, esto es,
‘Yx X — Sinp(X) e 0%. 1V)
a: ¡—+ ‘yx(a:) = Tx1
‘y.
Definición 1.3 Llamaremos varmeda(i de tangentes a. la variedad 1V y la denotamos 1V.,~ a
la clausura en la. topología (le ZarisLí de la imagen en la =J’(assrr¿arottcittadc ¿ti aplzcacíón
de Gauss, Es decir.
4’
‘y.‘yx(X — Sin g(X)) c 0(n. 1V).
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De esta mmíammera estanios coleccionando todos los espacios tammgenmtes proyectivos y sus
posici(>nes límite, considerandolos como subva.ríeda.d (le la grassmam’ulana 0(n, 1V).
‘lanibiémí se í>uieden colecciomiar todos aquellos espacios limícales de umna cierta dimmiensiónm
fijaola Y cmi la. (:<)rresl)ondiemite grassnia.nniamma. 0(r, 1V) que (:ontiemmemm algúmí espacio tangenmte
a X y sus po>sícioiies límmte..
Definición 1.4 En o stos construccmones diremos que un espacio lineal L de dimensión ‘e
con u _ r < 1V — 1 es tangente a X si ea:iste un punto a: c 1V de modo que Tx.x C L.
Definición 1.5 Llantamos variedad conornmmal de orden r, ‘o. _ r = 1V — 1 deX, yla
denotamos como a la siguiente subrariedad del producto 1V x C(r, 1V):
P’Q = {(a:, 1): a: c 1V — Sing(1V), lE 0%. 1V), Tx~ c L} c X x 0%, 1V)
Definiciones 1.6 Definirnos la aplicación dc Gauss ‘r-ésimna 91 : —+ 0%, 1V) como
la proyección de la variedad conormal r-ésima sobre la grassmanniana de ‘e-planos del
espacio proyectivo jpN•
Definimos la variedad de r-espacios tangentes a 1V, que denotamos Xr*,
como la imagen de la aplicación de Gauss r-ésima, ir.,
La cleflmíieióíí de aplicaciómí cíe Gauss r—ésimna enmgloba la definiciómí <le aplicación ole Gauss
emm el caso particular r = ‘a. En el otro extrenmo está el caso r = 1V — 1. es decir. la
coleec:iómo de liipcrplammos tamigemotes a X, y sus posmemones límnite. Este último va. a. ser el
ckjeto fu.mnmdamnemita.l de estu<lio cnn nnuestro trabajo. Se puede consultar el libro de Zak [52]
para mmmas íníformmía.ción sobre aplicaciones de Gauss de otros órdenmes.
Si interpretamos la. gra.ssnnanniana de hiperpianos de FA’, 0(1V — 1,1V), como el espacio
l)ro.yecti\’o címíal pA* po<lenios (lar las sigmuienítes definiciones:
Definiciones 1.7 Llamaremos variedad conorumal a 1V y la denotaremos ‘Px a la variedad
conormal de orden 1V — 1.
Definimos la variedad dual de 1V, que escribiremos X*, corno la variedad
de 1V — 1.-espacios tangentes a X.




Observación 1.9 El nombre de variedad conormal no es arbitrario. Responde, en el
caso de variedades lisas, a que la variedad conormal tiene estructura de fibrado proyectivo;
osocíado al fibrado conormal a la variedad 1V en FN. esto es, Px =
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Para comívencerse íe la veraciola.<l de la ol)servacion anterior, y porque la.s suicesiones exac-
tas qtme x’amm a. aparecer serámí útih.~s nmíás adelamíte, en comicreto ~ demimost.rar un teoreíiía.
cíne extiende la ol.>serva.ción aíiterior, escribiíiios el siguuienite cliagramna.. válido para tinta.




O -+ O~(—l) —~ 0x TX(—~1) —+ O
.1=~ .1. .1~




donde 0x es el puíí—back POP la. apíicacmóim de Gauss %x del fibrado umuversal U so>bre 4’
G(n. 1V), es decir el fibraclo tal qume la fibra. sobre cada pumníto es el espacio vectorial cuyo 4’




Todas las sacesíoníes exactas del diagramna contienen uínía interesante infornnacion:
4’.
La. puniera suicesióní líorizo>nmtal mnumestma. la relación emmtre el tangemíte proyectivo y el
tammgemnt.e ole Za.riski. cmi cada pinito a: E 1V sc tíenme la. <I<.~sc<>mmij>c>siciomi (le 0x,.’í cmi sumnía..
olirecta del esI)acio vectorial <jime describe el propio pumníto ir y el ta.ngemit.e <le Zariski crí
(li<:lmo pinito.
La sucesiómí dual de la. suncesiómí vertical (leí niedio pernunite ver la. varie<la.d conoríiial
coimo el librado proyectivo asocía.cl< ¿.1 fibrado vectorial Ñ$/~v (1). Al <balizar se tiemien la
immclusi&m de ~ (1) cmi Oy 2 V~<, esto ríos permmmite ver P(AQ/l~w (1)) como Imiperpíanos
gime comitienmemí algúnm taíigemmtc proyectivo>.
La sucesiómí vertical fiííai es el pro<iíícto t ensorial por O,y (—1) dc la su icesión cíe
definición del Jibraclo iiornnal deX en PA’. dlume imenmos (lcnc>ta.do Ñx/s>v
Adcíimás se miií.íestra (jue el librado J\fxi;==~v(—1) es uní til.>ra.cio generado pc>r secciones
globales, í>or la. commml>osi(:ióni
® V e TW”~ xVl) e Ñy/p~v%l).
4’
1.2 Variedades con dual degenerada
‘y.
El prmmníer mnivaríamíte nmuniérmeo que podemmios estudian cmi la vamie(ladl dual X~ es sim di—
mmrensioíi Es uní pn oceso liabitumal cmi geomnetría algebrcuí< a tratar de i>mmsca.r ritm conicepto
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<le dimensión esperada. cii est.e o:aso píra la. varieda<1 <Imnal a una variedad lisa, es decir,
íímia dimmmemmsióim <íue se tienme para. la niayoría <le las situmaciomíes e imítentar clasificar a.cíxmella.s
variedia(les cmi las qume mío se alcaííza dicha dinmemísmon.
Observarenios que la dinmenísióíi esperada va a ser dim(X*) = N — 1, es decir, la. variedad
dual es lial)itl.ialmnemite umia imípersuperficie <leí espacio proyectivo> dual, ~ nuestro objetivo
es clasifica.r acímíellas variedades lisas cuya variedad dímal tienme dimnensióní estrictamemite
imien mor cíne 1V — 1
Ca.lcumleímíos la <hmnemmsiómm de la. varieda.d coííornnal.
Comíio la fibra por la primnera proyeecióíi p~ : —+ 1V de uní punto genmeral a: G 1V es el
comíjimmito de hiperpíamios tanigeintes a 1V en a:, entonces §>(x) es isomorfo a un espacio
linea.l <le diníenísiómí 1V — 1 — n. el conjumito cíe los hiperpíanos de w”~’ que conítienmen a dicho
espacio tamigemíte Tx~.
Por tamíto la. diíiiensión de la. varieda.d conormííal verifica
dimQPx)=n+(N—n—1)=N—l. (ib)
Para la mayoría de las variedades lisas la varieda~i dual X* es unía hipersuperficie del
espacio proyectivo dual IFA>.
Parece níatural pensar que ésta es la situa.ciómm nuás habitual: Un híperpiano tangente
general fi c X* lo es emí umí sólo punto, es decir la proyecciómí P2 es genéricannemite unía
aplicación 1 a. 1. Si este íío es el caso, al imponer a uíi liij.>erplano la cc>mmdición de ser
tangente emí uní punto, aímtoniáticanmente se obtiemme tangeíicia a. lo largo de toda unía
subva.rieda.d ole dinmíensión positiva (o de mmnía cantidad finita. de puntos, aummqiie emí esta
segmimida posibilidad taníbiémí di’m(X~) 1V — 1).
De alguna mímamíera. la.s variedades para. las que su dua.l mío es una hipersuperfi(ie soíi
especiales. Podemímos citar a Munmíford E3~] que señala, retiriémídose a.l hecho de que X sea
sienipre unía liií>ersui>erficie:
‘1 claimn t.líis is false, altliouíglm 1 feel sure it can omíly be false in very rare
o:icunistances.
Nuestro objetivo es explicar lo muás exlíaustivamemmte posible en (limé consisten dichas ex-
tranas czrcunstancias señaladas por Mumnford, presemmtar los ejemplos conocidos de las
varieda<.ies para las cíue dim(X*) < N — 1 y aportar resiilta(ios elasificatorios para estas
variedades.
En este contexto definimnos:
Definición 1.10 [¡n.a variedad proyectiva lisa 1V c pN tiene va.rieda.d dual degenerada
sí la dimensión de su variedad dual es estrictamente menor que 1V — 1.
Definición 1.11 Llamamos defecto de 1V y lo denotamos def(X) := A: a la diferencia
le =1V —1 — dím(Xt).
Hablaremos enítomuces indistintanímente de varieda<les con dual degenerada o variedades de
defecto positivo Ir > O.
‘y
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1.3 El lugar de contacto
Las van meola<les omm dual degeuten a<la soíí varieola<les en las que se tiemie que la fibra <le
la aplicación P2 del cliagramna (1.8) es de ~limnemisíóííposit.i~’a.. Estaní<s enitomíces diciemiclo
que cada. hiperpianio tamígente Ji E X~ lo es a. lo largo> ole nimia suíbvariedad (le X ole
cliníemisíón positiva L11. Nos gustaría estuncliar oficina sííbvarieda<l, de la <luíe, cnn primi<:i~)io.
sólo comiocenímos que sin diííiensióíí es mayor o igual que le, y exacta.uiente A: <:uan(io toinaimios
II general en
Definición 1.12 Sea 1V G IPx variedad lisa, it un punto de Xt Definimos el lugar de
contacto <le 1V y H como la jibra sobre fi de p~ os dcc ir LH := rwFi (fi).
Para recopilan immfornnía.ción acerca. (leí lugar cíe coíitact.o a. uín liiperpla.iio general es con-
veniente recorda.r el sn~uie.nte teorema sobre 13. x u íedad dual. Suele ser <:onocido como
Teorema de bidualidad. Aportanios ta.níbiéíí uimmí prua l:)a sencilla <le dicho teoreumia para
mííejor eonipreuísióíi del temna, debida a Nícinnamí [2>] [41]. <iue recoge ideas <le C Segre
[49]. —
Teorema 1.13 Sea 1V G W1v variedad proyectiva y la identzficación canónica entre IFA’
y , entonces, con esta 2dentzfi{~ac~on~. .~e tiene que PA’ Px~, lo que en particular
muestra la igualdad 1V 1V * —.
4Demostración
*Sea 1,. c X~ uní puiííto gemieral (fi £ A> — Sin g(X*)) y sean los siguientes dia.gra.nma.s:
14 1VcÑ~ F.c. 24 x** c
}I>2
x* ct>< A> CIPN*
Denmostraremnos qume la libra de fi para las a.íilica.cioncs P2 y í4 <:.o>umcide. —
Toniamo>s la variedad siguieiite —
i91) = {/~} x {/tiperplanos de (W~N)** W~VqmÍ.e contienen a ‘x~.h } =: 0’ } ~
Si s = dita X~ se tiene que diro TZ. ñ 1V — 1 — s = dim “Px — d’im 1V’~ din,. ~>y1 (1~)
Por tamíto dir’ri. (p
t< (b) — dim py’(h) y, coíiic> TÁ,, eS lumia va.ric<la.d irre<liiciblc. será
smmficiemmtc í>rc>l>a.r olule pi;’ 1 (it) c {h} x 1%. ,,, es <lecir, que <lacio> (a:, it) c p§ (fi) gemíeral. a:
es u.ímí elenmiento de 77,>, i .e.,a:r = 1> para to<io ~ £ ix~ .t..
Necesitanmios ahora el siguielite conmoeiclo leííía. que enumíciarennios simm <lcmmiostraciomm [17.
pág. 176]:
4
Lema 1.14 Sea f : X —> Y una aplicación regular sobregectíva de variedades definidas
sobre un cuerpo 1< de característica O. Entonces ea:iste U c Y abierto no vacío tal que
para todo p ele’rríe’nto de f— (U) (~ Sn~.(X) la o.plíea.ció’n. oIf~ es sobiegectíva. 4,
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Tomeumnos a: E ~ .h
Aíflicamíclo cl leníía. amíterior a P2, podemímos tomar (:r, It) e 2A’ y mini arco (:r(t), h(t)) C Px
que tiemíde a (a:, Ii.), i.c., (a: (O), y(O)) = (a:, 1>.), comí It’ (O) a:.
Del lie(:lio <le que dicho arco esté contenido en la variedad conmornímal. (x(t), h(t)) E “P~, se
tíenie
x(t)h(t) = O.
Podenmios enítomíces derivar esta expresión para obtener
d(x(t)h(t)) <=o = a:’(O)h(O) + a: (0)/i/(O) = O.
Ahora bien, a:’(O) E Tx. c H, por lo> que x’(O)h(O) O y. de este modo,
x(O)h’(O) = a: a: = O,
comnio queríanmnos demostrar.
Nótese que el resultado del lema (1.14) no es siemupre válido sobre cuerpos de característica
distimíta de cero.
En efecto, sea 1V la curva plana afín de ecuación y — a:~ = 0, 1V c A2, domíde A2 es
el plamio afíní sobre el cuerpo 1< de característica p. Sea Y Aí la recta <‘le ecumaemoní
a: = O. Defininmios la aplicaciómí f : 1V —+ Y comino la proyección cmi la segunda. coordenada
f (a:, y) y. Entomices, 1V e Y son variedades lisas, f es una aplicación sobreyectiva, y sin
eníbargo la. cliferemícial <le f. df
4. es unía para todo pumíto q de 1V.
Si el leimía. es falso. tanubiémí lo es el teoremíma de bi<lumalidad.
En efecto. toníanios el conocido ejemuplo de unmía (:ómii(:a plana (le ecumaei~mi yz = a:
2 sobre
mmmi cmíerpo (le característica. dos. To~las las rectas tamigentes a dicha. cómmic:a pasaní por el
pumuto (1 : O : (ji). De este modo la curva dual es una recta y esto conntradi<:e el teorennía de
bidiíalidacl, pues la <lua.l de la recta es un único punto.
Resa.lt.amííos tamímbiémí cmi este ejenmiplo cíiie las cónicas en característica 2 somí el único caso
de las curvas que se líamí <lado emí llamímar curvas extrañas. i.e., curvas proyectivas lisas de
grado nmiayc>r o igual cíue dos, tal que todas síms tangentes pasan por uní pumíto [19, pág.
312].
El estuidio (le variedades duales cmi característica positiva es, en este sentido, particular-
muiente difícil: trata dc determímimiar condiciones para las varie~la.des cmi las cíi.me se verifica la
l.>idímalidad, comiocidas como variedades reflexivas [20].
Volviemído a.l (umerp(> <le los números conuplejos, cl teorenna de bidualidad míos va a dar
emitomices la. imifo>rnnación que estábamimos buiscamído acerca del lugar de comitacto (le 1V comí
un hiperpíamio H E 1V* general.
Proposición 1.15 El lugar de contacto de una variedad proyectiva lisa 1V c WN y un
hiperpíano tangente general U E X~ es un espacio lineal de dimensión 1V — 1 — dim X~.
Demostracion.
R.ecorolamíios que, por definición, el lugar de comitacto es
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4
es decir, cl eomíjmmto de pumnutos (le 1V cuíyo ta.ngeíitc está. coííteniiclo cmi H.
Apli<:a.n<lo> el teorcímía <le bidimalidad, poclenios iníterpretar L11 <orno el comíj umíto dc líiper—
planos <le (WN)** ~ <íuíe comítienen a.i espacio liiiea.l Jx~ .,~ íiíe es, por tamito, uní espacio
lineal de <linmnemisíoíi 1V — 1 — clin,.. 1V *
‘y
Observación 1.16 Como trabajando 1V variedad lisa, el ¿uestarnos con , <jan (le contacto
de 1V y JI, con U un punto de 1V% es el conjunto de pu’o tos (le la interseccion de dos
variedades lisas en los que sus tangentes no se cortan transversalmente, por tanto L12 es
el conjunto de puntos singulares (le 1V A
Sin g(1V O JI).
a menos que H sea tanqente a 1V en todos los puntos de la intersecenon.
Podría ocurrir que unm liií>eri>lan<> JI fumera tangenite a 1V a lo largo <le t<>da suí iníterseccíomm
comí la variedad (siemudo esta iuítersec:cióíí lisa.). Por ejemplo, si toííianíos la. suiperficie <le
Veronese m2(W
2) c IP’>. la. sección hiperpla.íía gemueríca corresi>ouide a umna conica plana lisa.,
y cmi cl caso de qile el Imiperpianmo sea. tangemite, umna conmica. degemuerada, que PlicOle ser umnía
recta. doble [17, pág 196]. Emí lenguíaj e cíe esquienmías, la seeciomí sale mío reoluicída.
Y uímía vez coíío<:ido el lugar <le conítacto para. uíí líipcrpla.íio tanugemíte gemieral, cmi el resto
<le los ca.sos poclenmuos citar el resultado recogidh> cii [3]. Lcííía. 0.8:
Proposición 1.17 Sea 1V c IFA lisa utoncescad hipe plano tangente Ji E 1V>’ es
tangente a 1V a lo ía’rgc> de ‘una ‘unión de espacios lineales (le dimensión A:.
Podenmios oi>servar que la proposición amiterior es una o=omise(:uieii<:ia.dírec:ta del teorcína de
bidualidad. ‘y
Buí efecto, lo>s pumnitos cmi oiume uin Imiperpíanio.> .11 es ta.íigcnmt.c a 1V somí los puimitos <leí comíjuiíito
P .1>2 u (Ji), que por el teoreimia cíe l>idualidao.l es igual (por íííc<lio <le la idemitificacióíi caimonmica.
enutre IPAT y WM>’) al comíjumiuto pp7’ (U). Por tamíto, o.laola esta iolemítifio:ac:ióii, esta.íííos
bínseamido los líiperplammos <le IF~* taíígemmtcs a 1V~ eíí el puIut<) U. Si U es umní pumnuto liso <le
X~ líenmuos ra.zoíía.do antes cine comiformamí mmmi espa(:io> liíícal de diniemismon iguía.l a.l defecto.
Si miO, lo <píe estannos lia<:iemn.lo> es tommmar l<s liiperplauios quíe c<>iítícmíeíi a mmii espacio
proyectivo cíe clíímiemísíómi ‘a qume es umia posiol:icmi lííiiite de espacios tamigemites a l)i.iíitOs lisos
<le 1V>’ címamído dichos pummtos tiemuclen a.l pu.nnto U. Por ta.nt.~ el luigar cíe coíitacto <le 1V y
U es una faíiiilia <le espacios liííeales <le diimíenmsióii le.
Si <íueremnos escribirlo fornialumieíitcú.. teíieííi<s la a.plica.cióíi <le Gaumss:
‘y: 1V>’ — Sin g(1V>j ~ G(nt 1V)
y ~letiniíuos la. clausura. <le la. imagen T(1V>’) := ~‘(1V>’— Sing(X~)) c 0(n.>’, N). Emítoimees,
por el teorenmia <le 1.>idualidad. la varie<la.cl 1V puede ~ como la innagení í><r la. proyecciomí
enrresnnr~ H imite rl e la variedad
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{(l. “in) : L c M} c T(X>’) x IFN>’*
lo <Inc prueba el resultado.
Podenios hacer <los observaciones a este respecto:
i) Aluíffl l)ruicba en su trabajo [1] <jume si un hiperpíano H es tangente a unía varieda.d
lisa 1V G IPx a lo largo de un espacio liiieal, eíítonces el punto Ji. E 1V>’ es uní puinito liso
ole la variedad dual y la <linienísiómí de dicho espacio linea.l da el defecto ole 1V. Por ta.mmto,
la. uniióní <le dichos espacios linícales de diíneímsión le puede ser unma variedad <le dinmuciusión
sul)erior a le. pero cnn míimígúmí c:aso limícal.
u) La. cxisteíicia <le esí.acios limicales de dirnemusién le comíteííidos emm la. variecla<.l 1V
resulta ser la. característica geomnétrica íímás relevante cíe las variedades de defecto positivo
le > O. Dielmas variedades contienemí unía gramí caíitidad de espacios lineales <le diímíensión
le, pasamuclo al nnenios umnio por el pummto general a: de 1V; y de unmanera que cuamído se inípomie
sobre el lii~)erplaíi<) gemíeral la. <:ondiciómi de tangencia a 1V en unu puíito, a.utonuá.tieamnenítc
se ol>tiemie tamigenm<:ia a lo largo de todo umm espacio linmeal de dinmenusióní le.
Nuestros resultados de clasificaemon van a ser obtenmidos a través de un estundio cuidadoso
cíe la posiciómí de estos espacios limueales de <hmmmenmsiónm le en 1V. Desarrollaremnos esto emm
los próximííos capítulos, usando el fibra.<lo normííal al lugar de contacto gemíeral cmx 1V comíío
instruííieíit.o priíicipal de estudio de esta. configuración de espacios limícales emm nuestra
variedad 1V.
Ahora es imiteresante pouxer algumuos ejemplos de variedades con duales degeneradas y otros
<time mío lo son que ilustren las clefiniciomíes exl)lica.<la.s y mmíotivení para ínmícía.r uní trabajo de
elasifio aoióíi
1.4 Ejemplos
Ejemplo 1.18 Sea O G una curva lisa e irreducible. El defecto de O es cero.
Se trata de buscar. segúuí la. iíiterpretaciómi ole (1.16), la dinmíenísión <le la parte suigular (le
una. seccíomm Imipemplana tanugente general. Como en el caso de curvas dicíma secciómm está
formuada por umna camutidad finita <le punutos, su dímuiemisiómí es cero.
Ejemplo 1.19 Sea 1V c IPx una intersección completa lisa. El defecto dc 1V es cero.
Comímo semíalauímos cmi la ol>servaeión (1.9) se pumede idemítifica.r la varie<la<l co>nm<>rnmíal ‘Px comí
el librado proyectivo P(I\/<rN( 1)).
Observamnos w~ el pulí bacle por la aplicación P2 del fibrado lineal Ox<—l) es el librado
tautológico l)ara P(Ñ/LlN (1)). Comno X es lumia iuítersecemon conmupleta mío degemíerada,
el fibraolo Ñx/i.*N (—1) (<jue escinde comumo sumuma de librados <le línea) es anmuplio, lo que
<:on<:limye que P2 es finita o equíivalenitemnente que 1V tiemie defecto cero, connio queríamos
<lemmíc>strar.
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Nos guistaría. hacer nmíemmcióím aquí cíe la existemicia cíe otra demniostracióní <le este unmusnio
resultado. <lebida a 5. Ishii. comí métoclc>s sinmíples y ciuíc resuilta bastante iluistrativa [24].
Definición 1.20 lina terna (Y. P~(E), £) formada por una variedad proyectiva Y, un
fibrado proyectivo sobre Y. Py(E)—~—+Y, y una inmersión definida por el fibrado de lírica
E, Py(E) c 1V” fórman una varicolad reglada sobre Y si las flbra.s de p esta romersas
en IV” como espacios lineales por la inmersión que produce el fi brado de línea 1.
4=
Ejemplo 1.21 Sea ahora 1V c ¡pA’ una variedad ‘reglada. sobre una curva O lisa e mire-
ducibie:
4=
1V = P0(E)-WO. ‘y.
El defecto de 1V es mayor o igual que u — 2.
‘y
Fijamos puntos gemrales a: E X y 1>. E X>’ tangente a X en a:, esto es, Tx..~ G H. Como
la fibra p’ ‘p(x) E es umí espacio hímical <le clííiieíisíómm ‘ir — 1 comitenmiolo> en 1V y cínie
comítiene a a:, esta mío u sariímiíente contenmida. cmi el espao:i< tangente T~~y por tamítc~ cii
E~ C Tx~ G JI; cs d <ir 1 hi~>erplaiio tamígemite gemíera.l contiene a. una fibra..
Debemnos estudiar ahora la iníterseo:ciómi 1V fl JI. Se tienen los dos hechos bmí.sío:os siguientes:
i) la inmehuisión Ex c 1V fl JI,
U la fibra geníera.l de p E IP~>í
mi) corta. a. .. , ,,, , en uní lnperplamk> f.~ = IP”<2 c Ñ de la.fibra., l)O’e ser la immnríersión 1V c imo clegemiera.da..
Si ahora t<>nia.mííos el límmíito~ eím la fibra E~ <le dichí<>s fl Y, es olecir,
(1VnJI)—F~nF. := ir,
‘y’
obteniemos un espacio linmeal ft = IP”~2.
Eíitommces ir C Sitj.9 (X n H) va. <íuíc cnn es<>s pumito>s el espacio tamigeníte está generado íor
vectores tanigemites a arcos amialíticos co>nitemíi<ios cuí U, p<>’e tamito A: > ‘ti — 2.
Más a<lclamite co>íiií>robareíiios que sc tienie la. igmmalcla<l sieuíni)rc cpíe ‘n — 2 sea. positiv<.
4,
Señalemos unma. primniera mímamiera. cíe construir variedades de defecto positivo por mímeclio <le
<>tras variedades <le defecto positiv<í <:<>no<:i<ias.
Ejemplo 1.22 Sea 1V c IPN una variedad proyectiva con defecto positivo lex > 1. Si
tomamos una sección híperpíana genero.í Y 1V 0 0 c O entonces ley — 1.
Para clenmuostrar esta afírmmmacíóíi basta asummníír la ííitcrpret.acíóím <le la obscrva.o=iómi(liC)
del lugar cíe conítaeto> L
11 para uííí hiperpíanio U E 1V>’ geíiera.l comumo el luga.r singííla.r de la
interseccion de X y H. L,.1 = Sin q(X oH). Por tamíto, como Y es una. secciómm híiperplana
gemíeral <le 1V, Y = 1V 00, emutonces el lugar <le <:onta.cto L11,00 va. a ser el lugar simígínlar de
la inutersección 1V o O o U y así la. imíterse<:cíomi Sin g(X o H) O O que es uííí espacio linmeal
dc dimííensióím lex — 1. Concluninííc>s emitonces chíe ley = lex — 1, conmio queríammios deumuostrar;
y a<lemíiás que los lugares <le contacto generales Para Y soíí seccmoíies hiiperplamía.s l)O)~ O
de lungares ole comítacto generales para 1V.
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Ejemplo 1.23 Sea 1V c IFN una variedad reglada. sobre una variedad Y lisa de dimenszon
ti;,:
X P~(E)—~4Y
Se ver fica A =u — 2am.
Fijaunmos conmo siempre a: E 1V geimeral y U E X~ general con Tx~ c JI. Como emí el ejemmi~>lo
(1.21) la. fibra p—up(x) :~ es un esí>acio limícal de olimmiensiómí n — ‘tu. que pasa por :r y
debe esta.r emitonces conteimicla en JI.
Píme<lo elegir ahora un arcos analíticos y1(t) eím Y cemítrados emm p(a:) tales qume sus vectores
tamígeuites gemieremí el espacio veo.toria.l TW(x). Esto <la. lugar a un fam’nilia.s unmiparamumétricas
{F : i = 1 m.} de fibra.s (E = IFr>~~l) de tal mamiera que en cada pumnto y cíe la fibra
so>bre p(x) cualoinier elecciómí de arcos amialiticos cÚ(t) c F]I ceíitrados cmi y verifica quíe los
vectores tamígentes emm el o)rigcmm (a’Q’(O) soíí linealmeníte inídependientes.
El Imiperpíaimo JI corta a.l mniemmmbro geíieral dc <ada umíia <le estas m—famnilias emm uímn espacio
limíeal 0~ cíe codimmíemisiómm mííenor o igua.l qume 1 cmi F/. La.s posi<:iommes linmíite sobre la fibra
F~ cíe las faníilias 0 son un esl)acios lineales .1 de (:odimensión menon o igual <íuc 1 cmi
Ex.
Conmo cii el ejemplo (1.21) el lugar de contacto debe c:ontener a la intersección fllmf! que
es unu espacio lineal <le cliníensión mnayor o igímal qume u — un — un. = u — 2m. Así se tiene
la desigualdaol le > u. — 2m.
Comuprobaremumos más adelante oíue se tiene la igualdad, siempre que u — 2m sea. positivo.
Ejemplo 1.24 Oonsideramos ahora la qrassmanniana de rectas en un espacio proyectivo
de dimensión par, 0(1, 2r), inmersa en IPN con 1V = r(2r + 1) — 1 por la inmersión de
Píñeleer. Estas variedades tienen defecto igual a dos.
Para. ver esto vanmuos a interpretarlo en los térmmminos siguiemítes sgún el trabajo de Muníford
[37].
Sea IP?r = P(V) comm y umní C—cspacio vectorial <le dinnemísión 2r + 1, poclemnos entender la
grassmmianímíianía 0(1, 2r) conmo> el comíjuíito de sumbespacios vect<>riales de V de dimímensióíí 2
(los denotanmuos T,4§ c V).
Así el espacio de llegada <le la imuníersión <le Pliicker es IFr(2r±í)u P(A2 V) y el espao:íoproyectivo olua.l domm<le está imunmiersa la variedad díma.l es IP<rí2r±í)u)*— P(A2V*).
J<lemitiflca.ímmos el espacio vectorial A2 V>’ con las dos formas amítisinumétricas deflníidas sobre
V,A:VxV—~C.
Si <leniotamnos comí i la imínníersióíí <le Pliicker, eíítonces, dado l4~2 G V, su imíinersión i(W
2)
estara contenii<la enm unu luiperpíano JI.4 (el Imiperpíano aso<:iado a la <los forma A E A2 V*)si y solaníente si A(v, u;) = O para toda pareja de vectores y, u; E Wp
Quierenmios oh.utermíiinar cuándo Tcs(í.2r)w
2 c JI,4. Para esto ha~y <lime ver cuamíclo> sc da la
incluisiómí diw2 (T0(1. 2r)w2) C TIJA «~~‘W
Tomnenios { ‘uf, y2 } una. base para VV2 y uíía deforníacióní dc VV2 por unmedio de ~í + cvi,
y2 + cv que <lamí una base de W~ sumbespacio> (le V ¿ C[c] (domiole C[e] := C[x]/(a:
2)). De
esta formnía. W~ ~la.un vector tangemíte t E TG(1, 2r)w
2. Y entonuces diw2 (t) E TIJA i(W2)
4’
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si y solaimiente si A%’i + ~< , 2 + col) = O y coíííc> e2 = O esto ocumrre si y solaimiemíte si
A(’v~. y
2) + A(ví, ~l) = 0.
Por tanto díw9(TO(1. 2r)w2) c TH4 <LX’21 si y s(>laduiemite si A(vl y2) + A%3 í# ) — O para
toda pareja <, vi, £ V, es decir si y solaníemute si VIS está conmtenii(io en cl espacio amiulador
de la. iorm.na A (el subespacic~ de l<>s vectores y C V tales que A(v, u;) = O para. to<l<>
w e y).
De esta níamíera H4 c 0(1, 2r)* si y solaimieníte sí la. cliíiicnísión <leí espacio anmulador (le A
es mayor o iguma.l que dos.
Pero la dimniensiómí (le ducho espa.<:i(> amiulaolor es inil)a.r por<.íuíe el cleterníiimia.nitc de umía.
matriz antisinmétrica dc orcíemí hnpa.r es mmulo, así en general será 3.
Termimianmios comí uín semicillo cálculo de la dimnensióní <le 0(1, 2r) *
d;m(0(l2r)>’) =
= dirn(espacio de formas A t.q. dimn.(A’nn(A)) = 3)
= di’m(0(2, 2r)) + dinl(A
2(Ce2r2)) = }\T ¿,
conmio quermannos cleímí<>strar.
Propiedad general. Se nnuestra. en este ejeníplo la propiedad geííeral <Iue configura a
unmia varnedad comno varieclaoi comí dua.l degemueracia.: —
Se inipone la condición de tangencia en un punto (que en este caso se traduce al lenguaje
algebraico en que la dimensión del espacio anulador sea mayor o %qual que 2) 2/ au-
tomáticamente se obtienen tangencias en mas puntos, en toda una variedad de dímension
positiva. (los siguientes menores. de orden impar, son automáticamente nulos).
Ejemplo 1.25 La variedad espino’eio.i S
4 que parametríza los espacios ljneaies de di—
menszon .4 en una cuádrica lisa de IF9 es uno. variedad <le dimensión 10 que admite ‘unamnmers’¿on en 1F15 y que tiene defecto .4.
*
Podemos referir a. [33] y a [46] para niás imíforínaciómí sobre esta variecla~l.
Tcrniimíannos los ejeniplos comí umnía segun<la. umuamiera. de construir va.rie<ladcs de defecto
positiv<> a. partir ole otras variecla.<les de defecto positiv> con<wídas.
Ejemplo 1.26 Tenemos una variedad de defecto positivo Xí c IFNI con dimensión ni y
defecto le
1. Tomamos 1V2 c IF~ cotí dimensión mí2 tal que le1 > ‘mí2, entonces la inniersión
de Segre de 1V = x X2 en IFA’ tiene defecto le =le1 — u2.
Tommniammío>s un píímíto general a: = (a:í ,x2) cmi <.4 pr<><luí<:to 1V := 1V~ x 1V2. Fmi dielí<> pumito
el espacio tamígeuíte ~Tx es el espa<:io limícal gemíerado íor la.s immmágeííes cnn IFA de los
respectivos tamígenites, Tx1 .x~ y Tx2.~2.
Sea ir~ comí i = 1.2 la restricciómí a 1V :
1Vu x X2 de la pr<)yeción U. <le rl x WAI sobre
cl fa:tor corresponídiemíte y JI uní hiíwrplaíío ta.ngeííte gemieral.
A diferencia <le los ejemplos cíe las varie<lades regladas, el líiperplano H escogido íío tíenme
necesariamente que contener a la. fibra Wjí (i12) va cíiíe ésta. mío es linmeal.
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El líiperplano JI corta a la fibra U~ ~(a:2), <inc es uní espacio lineal <le dimmiemísión Ni que
<:onticíie a rv2 1(x2), cmi uní espacio limueal <le diníemísiórí N> — 1 <jíme llamnannos JIu . Como
es luma variedad cíe defecto positivo. si H~ es gemíeral emí Xj~ entotnoes es tamigente a lo
largo <le un =: L~.
Tomammí>s a.ií<>ra. ‘cm2 arcos aníalíticos centrados en £2 de mímamiera. qume sus vectores taíígentes
generen el espacio vectoria.l T1V2 ~2. Aparecen entonces n2 fazmmilias unil)aramnetricas de
fibras por w2 de ma.nertm <lite el espacio tangente en un punto (Mu £2) c.leL1 está generado
por el 7k1 ~ y las dmreccíones tanoenítes a ar(:os contemnidos cmi esas familias.mi’
Para. <ada. unía cíe estas fa.u’ííilias, el lírperpiano H imíterseca. su elenmíemito genmeral en una
subvarieclad <le codiíííemusíoui muxemior o igual que 1. Por tamíto toímxamíd< el límmíite <le estas
suíbvarieda<les sobre L1 se observa que le > le~ — ‘cm2.
Comuprobarenios niás adíelante que se tienie la. igua.lda<l.
Po<lemííos refo:rir a [3] para otra prueba distimita de este hecho, desde la. teoría de adjunción.
Esta es la relación coíní>leta de cjemn~>los de va.ríe<la.des comí dual degenerada conocidos. Se
lían presenita<lo Io.s quu~ podenios ~le<:irejemplos básicos: las inmersiones de Plficker de las
grassmiia.níuia.mxa..s de recta.s 0(1, 2r), la. varieda<l espímuoríal 54 C IP”>. variedades regladas, y
las Ii)aniera.s de constníir minevas variedades coii dual degenerada a través <le ellos, a saber,
po~ imíedio <le secciones hiperpianas y p<>r medio de <le productos.
Desde la observaeio>ím (le esta lista parece lógico que cualquier resultado de clasificación
debe aporta.r imístruníentos para re<:omíocer los procesos de construcciómí señalados y llegar
al ejeníplo básico que subyace. Por últinío debe aportar resultados cíe clasificación de
estos ejemnpl<)s básio.=os.
Est< es lo quíe vamos a hacer en este trabajo. estudiando ciertos librados sobre los luigares
de contacto vamos a ver como podemos caracterizar, en términos de dichos librados, los
procesos de :onmstruícciómí de nuevos ejemníplos, y conno podenios clasificar ejemplos básicos,
bien garantizando> lii mí<j posible existencia. del librado (por tanto la variedad mío puede









































El fibrado normal al lugar de
contacto
Como sefíalamnos cmi el capítulo anterior, la propiedad geométrica más reseñable de las
varieda<les comí ~luial <legeneracla es el hecho <le que por el Inmuto gemieral de 1V íasa. iííí
espacio limícal ole diíiicnsiómí le, que es a.<lemnás un lugar <le comíta.<:to.
Uní instrumemito míatiural para estudiar la posi<iómi dle esos espacios línicales en 1V es el
fibrado norumial al Ligar cíe co)mitacto general. L, en la variedad 1V, que denotaremnios AIL/x.
El o.>bjetivo <leí capitulo que c<>memizanícs es estuidiar dicho librado normual, amializando
primníero las comísecuemícias del hecho de ser el lugar de contacto umí espacio linea.l y después
las consecu.íencias de la existencia de uní liiperplano tangemíte a 1V a. 1<> largO) cíe L.
Las propiedaoles <juie se de<lucen sobre el librado Ñ<x de los líe<:hos au’mteriores míos mmm a
l)ermuuitir estudiar la estri.ucttíra de la restricciómí <le <licho flbra<lc> a unía recta gemíeral de
L primiucro y a uní plano gemíeral de L después y dar resultados clasificatorios sobre dicho
fibraclo para ra.ngos pequeños. Estos resultados servirámí para clasificar variedades con
dual <legenerada.
Abordaremos para esto el estudio de la cohommmología. ole los librados .AIL¡x (a), a un núnmíero
emiter<), rec<rdamído resultados de Eimí y probanolo algunmos resultadl<)s mumevos. basados sobre
to<’l<> cuí asl)ectos geouuiétri<:os asociados.
2.1 Restricciones sobre el librado normal al lugar de
contacto
Recordemumos la definicióuí de fibradio normual a. u.iuia subvariedad lisa Y de unía varieda.<l lisa
x.
Definición 2.1 Sea X c ~A’ una variedad lisa y sea Y una subrariedad lisa de 1V,
llamaremos fibrado umorníal de Y en 1V al fibrado definido en la sucesión exacta:
OeTY-’+TXj-*Ñy¡x~O
donde la primera aplicación es la diferencial de la inmersión de Y en 1V.
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En nuestro caso la vanios a utilizar para. la sulivaríedad de 1V determinada por el espacio
limícal <le dimníenísióuí le, lFk = E c 1V. lugar <le c<>uitacto <le uuí liiperplauí<> gcuíeral U c 1V~ y
1V.
Observación 2.2 St tornamos X variedad con dual deqenerada, It e X~ un hiperpíano
tangente general L el Lugar de contacto dc X JI, p)odemos construir según la anterior





Las primeras comisecíieuicias sobre .NI¡x <leí lieclio <le qt.te E sea uuí lugar de comitacto se
deducen <le <lime E es limical. La varie<la<l X está comítemuida en = P(V) y el lugar ole
contacto E es F(W) con TV un subespacio vectorial VV c 1/ de dimensión le + 1.
De este mnodo el libraolo míoruuial de E en IFA es el í>ro<luncto tenisorial Y/Id’ ¼
Alt/uN = 1//Id’ ® O~(l)
Se tiemie emmt<jnccs la siguiente suícesióuí exacta de libradlos ímormníales:
O ./VI/x —y Y/Id’ íx O~(1) —+ Ñx¡lrr.N r. —>‘ (2.a)
4,Observación 2.3 Estudiando la sucesión (2.a). su dual y sus sucesiones larqas de eolio-
mologlase obtiene: 4,
i) El Jibrado AfÉ/x (—1) es un subJibrado del librado trivial 1//VV ¼Oz. (tonnami<lo semí-
cillaníente el producto <le la sucesiómí p<>~ O~. (—1)).
4) El fibrado N7¡x (1) es en erado por secciones globales (tomuía.uído la sucesiómí dual <le
la sucesion de i)). ‘y’
Y los resultados de anulación:
4’
iii) H0(AIr,¡x (o.)) = O paro. todo a. < —2 (comí la sucesión larga de colmomologia del
pro<lucto de la sííccsióuí (2.o.) por Ob(o)).
iv) JIk(AIZ¡x (a.)) = O para todo a > —le + 1 (d:ouisedl.iencia dirco:ta del teorenmía <le
dualicla.<l ole Serre). —.
Estas propieda<ies del flbraolo uiormímal a.l luíga.r de co>uita.cto establecidas cmi la observaemon
(2.3) se han de<’iucido como decíamos dcl hecho (le que L es umí esl)a.cio linea.l contenido
cmi nimia variedad proyectiva 1V, dc la succsióuí exacta (2.a).
El segmimído hecho oíume debenios utilizar es la. existencia <le nun hiperpíanno tamigemite a. la
variedad X a lo largo de E. es <lecir. L es un lugar de contacto general. Reproducimos
los argunientos de Em [8] ímue extraeui comísceueuícuas mmimuy iuíteresamítes de este fenómuíemí<.
Tommuamuíos U genmeral cmi X~ x’ sea a: general euí el Lugar dc contacto E = ¡pk dc 1V ~ JI
Tonmíamos la seccióuí s G JI0(Ox (1)) <Inc defiuie el Imiperpíanmo H. Euitonccs cl morfismímo
que <letermuímna s.
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5 : 0x (—1.) ox,
factoriza. por el cua<lra<lo> del haz de i<Ieales <le L cmi 1V, esto es,
5 : 0x +1) —+
Por taníto s defiuíe tunía seccióuí global <le dicho haz, s E H0(1§x(1)). Toníanclo el cociente
ILx/I~ix. se pu.uedle c>uístruir p~’~ níe<lio de s una sección global <leí librado cíe potenícias
simuiétricas S2 (IVp~ ) (1). que s<>l>re cada punt<> es unía form’na cuadírática cíe rango unáximumo.
Los <letalles cíe esta <Icumiostraciómí se pumedemí consultar en [8,thumí. 2.1]
Unía. <le las principales c<mísecuemmcias que tienme el Imechmo de que mini espacio vectorial venga
d(>ta.dio de uuuía. fc>ruuía biliuea.l simniétrica y mío degemierada es la ideuitifica.ción canmónica que
se estai>le<:e emítre <li<:ho espacio> vectoria.l y su espacio vectorial dual:
Teorema 2.4 ([8]) Se puede establecer un isomofismo simétrico entre los fibrados IV’L/x
yA/Z/x(l), esto es:
Observación 2.5 El isomorfismo del teorema (2.4) va a ser fundamental para nuestros
resultados clastticatorios. y contiene una doble información:
i) El propio isomorfismo.
u) El hecho de que el isomoifismo es simétrico, es decir, viene definido por una secczon
global s £ H0(S2(AQx)(l)).
Para ilustrar el hecho <le que amubas iuifornna.eiomies. (2.5.i) y (2.5.ii). somí relevamítes pode—
rn<>s pomier un ejenmíplo <le ¡iii librado que verifica (2.5.i) pero para el quíe nimíg’umío> de
los isonnorfisnios que se pu.íedeuí establece entre .AIL¡x y ~I/.Y (1) verifican (2.5.ii) y que,
por tamito, mío podrá ser el fibra<lo normual al lugar cíe couítacto de tina varie<lad con <mal
degenera’la..
Antes dannos la siguiente cleflmuicióuí.
Definición 2.6 Un fibrado vectorial E sobre una variedad 1V se dice simple si no tiene
más endomorfismos que las ho’motecias, es decir, si h0(E o E>’) = 1.
Ejemplo 2.7 El producto tensorial del fibrado de 1-jórmas en el plano proyectivo y el dual
del tautológico, Q~
2 (1) es un ejemplo (le fibrado con ‘un único isomorfismo (salvo producto





9s2 (2) es isomímorfo a Q~í (1)>’ por el isommíorfismmmo hiabitumal de mnultiplica.cióuí [19,
pág. 127].
Por otro lado Q~




0(Qw2(1) ‘¼ ~r42))= 1
4’
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Y con la habitual <lescommiposieióui comnio sumna directa (le fon-mas siínétri<:as y altermíadas:
•9
1 = h<”(S2(Qr4l))(1)) + h0(7\(t=m2(1))(i)). e.




Este ejeniplo) lo po<leni<s gemneralizar ole la. sígu.uiemíte muianíera.




Tonmannos la su(:esi<>n tipo Euler [40, pag. 73]:
4=,
(ji —~ .Qj’2±í(n/2+ 1) —+ O~t?’ —+ Qt2(n/2 + 1) —> O
( n±1
dloui(le di es el nuumnero <:o>mnbiuiatorio di = /2 +




2 + 1) ¼Qúi
2(’n/2) ~~>.Q[YÁ(n/2)+<aí.. Qn/2(/2 + 1) ¼<(‘n/2) —+ O
Por la.s fórmmíulas de BoU. [40] se tiemie que
e
/¿0(9fl/2(;,/2 + 1) ¼Q#2(’n/2)) = ¡1 (Q~&fln/2 ±2)¼<(n/2 — 1))
Repitiendo <le forníía iterada este proceso comí las sucesiomíes corresí>omidientes tipo Euler
de genicraciórí por se:cio>níes globales cíe lo>s fibraclo>s Q;(2+s (‘t¿/2 + s + 1) para. suicesuvos
valores de 5 <>l)temiemuios c~mue : e
4’
ItO(Qfl/2(r?/2+1)¼g-~”/2 (n/2)) = hs(.Q~.,~Á±>’(.n./2+s±1) <iv~.~,<2(.n/2 — s)) = ¡‘tI/2(Qfl/2) = 1. —
e’
Y de esta fornía se concluye aplicanmolo el isonmiorfismno lial)itu.ual entre lo>s fibrados Qj2(n/2)* -7
~ £í<2(/2 + 1). 4’
e’
Observación 2.9 Para el fibrado del lema anterior Q#2(n/2) hemos comprobado que el
isomorfismo entre .Q?iLÁ(n/2)>’ y §42(n/2 + 1) es único (siempre salvo producto por un
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Por tanto los librados del tipo §4ttt (2r + 1), domíde r es uní número natural, mío pume<len
ser el fibra<io> cirial al tibradlo miormmial a uíuí luga.r (le cc>íita<:to cmi uuía. va.rieola<l <le defecto
positivo.
Ucímios o:ommiproba.do en (2.7) que cl fibra<lo> £2~2 (1) mmc> verificaba (2.5.ii) a.mmmiqmuc sí existía
umní isoumiorfisnio entre ~ (1) y Q~2(1)(—1). Sin emubargo, si tomamos la sunna directa.
<le <los co>pias de este librado, Qír2 (1) j; ~¼ (1), podemos garamitizar la existemícia de uuí
isomorfismo simétrico, pímes podemos tomar el isomorfismo que í.erunuta los sumandos, es
decir, que su.m mímatriz en uuí pumíto a: <le ~2 es cíe la forímia
Al LI HO
Este ejemn~)lo temufa. que cumniplir todas las propiedades para ser el librado normal al lugar
<le o:omíta<:to porque, como verenios muías adelante, es el fibrado
1V’7~~ al luga.r de contacto
gemíeral L = IF2 <le la grassmamimiiana cíe rccta.s en IP”.
Y ademímás dibservanmos <íue este tipo dc commstruccíoíí se va a p<>der hacer sieuuípre que
temigaunos umní numnníero par <le copias <leí librado Q~,
2 (1), es decir librados de la. forímía.
(:omi u umní miuníero natural (corresponíderá, coimio se señala cmi la tabla final del
o.apítulo 3, a las grassmnanniamías de rectas <le un espacio proyectivo <le dimensión par).
Simm eníbarg<>. cuí el casc> que tenganios una cantidad impar de copias del librado Q~2 (1),
es decir, §2~,2(1)®
2r±i,vanuos a ver que no podemos construir una dos fornía sinmétrica.
Ení efecto, cmi umí pímnito a: <le IP2 la matriz debe temíer el aspecto siguiente:( Ahí MI(2<+l) )
M(
2~+i) 1 M(2r±i)2 ... M2r<i(2r~i)
doui<le AA1 es unía muatriz 2 x 2 forníaola por ceros y A.!> = con i # j contiene ceros
cuí la ~liagomialprincipal y rumí miánnero complejo y su opuesto cmi la otra diagomíal.
Emí estas eireumistamio:ia.s sc puede afirímíar que el deterniinantc (le Al es miunlo.
Emí efecto, llaníamnos y1, al vector <jume tíemie por <:oc>rdena.das las entradas de la columna
2i — i-ésimna y y.1>2 al vector cíuc tiene por coordenadas la.s entradas de la colunmmnía 2i—ésinía.,
y tomimamnos jimia. counbimía<:íón limíea.l iamuala.cla a O:
ó
2r-4-l,2
E \~v11 = O.
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‘y2 -f-[
E >‘i2’Úi.2 = 0 4’
¡=1 —
la prímumera involucra solannente a las coordenia.ola.s pares y la segunda a la.s conrdeuiadas —,
inmípares. —
Fimíalmemíte tenícumios dos sistenía.s de ecuacionies lmo>umíogéuíeos de umiodo <itie para <:a.dma. mino
de ellos síu matriz cíe coeliciemítes es altermíada y <le ordemí immml)ar, por taníto coui soluciómí —,
uío trivial. —
4=
De esta. níamiera. el fibra<lo Q~9 (1 )P2r±1 no es cauidida.to para. ser el librado <luual al librtíolo
nc>rníal al lugar <le comítaeto <le umía variedad (:omi <mal degemoera<la.
Observannos que esta ííruebtí se puede gemícralízar a lo>s librados <leí tipo
comí ‘«2 mmmi núnmíero imnj>ar. e”
‘y
Resuumímiunos cuí la siguiemíte proposición los cauididatos incluido>s o excluidos para. ser libra<lo
normal de esta primniera serie cíe ejemuplos. —
-7
Proposición 2.10 Dado r un número natural:
ii Los fibrados Q~C(n/2)(í’»Ár verifican las dos cond’ício’rues dc (2.5).
4) Los fibrados S4.í2(n/2)(52r~í verifican la condición (2.54) pero no la condición
(2.5. u) cuando n/2 es un número impar. —.
Y por tanto los Jibuidos de u) no pueden ser el fibrado dual al fibrado normal al lugar de
contacto general para una variedad de defecto positivo.
El isomímorlismno <le (2.4) está rec>giemí<lo imiforniaciómí proveimiemite del hecho <le <jíme L es umí
Ligar <le contacto. es <lecir. que existe uní liiperplamrn t.a.uigemnt.e a 1V a lo largo ole L. En la
síauuiemite vamímos a extraer >~‘ “ul’>’umi>is d:omíse<:uen<:mas mmiuiy rcstri<tivasseccuon de forímía. SCmídiuící c’~c>
quue se <lcriva.ui de (2.4) y <le las c>bservaciones <le (2.3) y que va.uí a. l)ernmiitir re<lu.icir mumuelio
los posililes cami<li<’latos a. librados miorimiales al lugar <le cd>uít acto cmi unía varic<lad c<>mi dual
degeníerada
4=
2.2 Estructura de la restricción a una recta general -
4’.
Toníamíxos U c X>’ general, L el lugar de <:omitacto <le 1V y H. así conmio el librado miormual
a dicho luga.r dc cou’ít.acto en la variedaol 1V, J~fL¡x~
Sea. T mía recta (:.ont.enl(la. en L, ?í = T c L. Por el teorema de Crothemídieck la
restricción <leí librado miorma.l a T escimidle coríípletameuite comnd simia directa de líaces
inívertibles, a saber: ‘y,
-7’
AfL¡x~a: = C)$fOx(af’) aT <aT < < a:a.flk.
‘y.
Definición 2.11 A la n — le-upla (af a~..4) se le denomína tipo de escisión del fibrado
en la recta T.
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Conmio el librado AI/x es uní subfibra..<l<> cíe uní librado trivial, se tiene que para. cualqimier
recta T c L los valores a[ ~le su tipo cíe eseisióuí verificamu a?” < O l)ara todo i.
Por otro lacio, tanibién para cada recta’T G L. (2.3.ii) garauítiza que a[ + 1 =O para todo
valor de i emítre 1 y ti — le.
Por tanto df’ c {—i, O} para todo i. Y conmio el isomorfismo ole (2.4) se nuantiemie al
rest.riuigir el fibra~lo a cíual<p.íier recta ‘T c L, entomices la u — A’:—umpla (uf, . afl..4) esta
fc>rmmía<la. por ÉjÉ ceros y la mímisnía cantidad ole —1’s para toda recta T C L.
Definición 2.12 Sea E un fibra do vectorial sobre un espacio proyectivo Pk. Se dice que
E es un flbraolo umiiformníe si el tipo de escisión de E en ‘T es constante para toda recta
Tcr’.
Por tamito se tiene el siguiente lema, clomíde el aparta<lo iii) es rumí uso directo de la. fórmnula
<le adj uímicióuí:
Lema 2.13 ([8]) De la construcción del principio de la sección podemos deducir:
í) El fibrado AíZ/x es un fibrado uniforme y su tipo de escisión es, para toda recta T
en L, la n — le-upla (—1. —1,... — 1,0. 0,0) con rjk ceros y el mismo numero dc —l ‘s.
u) La di’rnensíón de 1V es congruente con el defecto módulo 2 para que É~k sea un
numero entero. Esto se conoce habitualmente como teorema de paridad.
iii) Si denotamos como Kx el haz invertibie canónico, se verzfi ca:
— “mo — le — 22
Apareo:en a<puí algunas comísecumemícuas geouuíétricas:
Corolario 2.14 Sea 1V una variedad reglada sobre una curva, entonces lex = n — 2.
Dciii ostración.
Habíamos deuííostra.do cuí el ejenmíplo (1.21) oíume lex > ‘mr — 2. Como la variedad es no
<lcgeuierada y el lugar <le comitacto se puede iuíterpretar como la parte simígular de unía
seccióní Imiperpíamía se tiemie qume lex < ‘n. — 1. Finíalmumente comíío la igríaldad lex = ti — 1
couitradíce el teoremnia <le paridad se tieuíe A:x = u — 2.
Corolario 2.15 Las superficies tienen defecto cero.
De‘rnostra c~ón.
Couno le < dím(1V) — 1 entonces le = O ó le = 1. concluimos por el teorema de paridad.
Existía una. prueba amíteri<>r a la de Em del teorenna de paridad, debida a Landman. ba.sada
cuí fórnuumías topológica.s de la. varie<la<l 1V. Tambiéní lían deumiostrado previamemíte qume las
superficies tienemí defecto cero Griffitiís y Harris [16] y Marcímiomímía [34] (y por supuesto
el propio Em).
Existe unía abumidamíte literatura de clasificación de librados umniformes. Po~leuuíos citar
trabajos de Elencxvagj [9], [10]. [12]; Ellia [13]; Drezet [5], [6]... Nos apoyaremnos cuando
poolamos emí ella pam cleteruímiuíar connipletamucuite el librado no>rummal al lugar de conitacto.
Finalizanmios esta seccmouí couí unmía observaciómí sobre la estructura del fibrado JV’yx.
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Proposición 2.16 El fibrado Al7/x se puede descomponer como:
AlL/x = eh0(ÑF/V) tu E (1) OL(~l)(uxí
donde E es un fibrado vectorial de modo que h0(F) = O y E F>’(—l) por un isomorfismo
Demostración.
Sabenuos por (2.3) quío Al¿
1~ (1) es un librado gemíerado por secciones globales. Del iso-
morfismmío <le (2.4) obtemíemnos que AlL¡x es tui librado generado por sec<:io’>níes globales.
Si “~<>(‘~
1Z/x) = (ji ~a proposicióuí mío dice íia.<la.
Sea s E JI0(Al7/x) unía seccióuí mío u’íula. Dicha seco:u<>mi 5 determu’¡iuía emítonces rin umí<>rfisumío
imiyectiv<>
e’
o —~ o,~ — Alj>’/x.
Dmmalizando tenenmios un niorfisurmo sobreyectivo
Por tamíto teníennos el sigmuiente clíagranma:
o —
se observa <ímue la sucesuon vertical es csciuídida y por tanto el librado AlL/x escinde
Alrjx = it Cm
couí uní hl>raolo sc>bre L.
Por otro la<lo por el isoímíorlisuuío de (2.4) se tiemie que
Alr/x =Al¿/x(l) 0<1) ¿tú’ 07(I).
Comno la <lesc<>mmíí>osic:ióní cíe nur librado como sruma. <le librados imíclescomnponil>lcs es única,
ent.on<:es se debe tenmer la descouuíposmcmouí
Alr/x = OL(1) + 02 tBi Oi~
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Por tamito> estaunos de uiu.uev(> cuí las couioliciones <leí co>mmíienzo: si 0 mio tienme secciones no
nitílas el proceso> limializa y si tiene secciomíes no miulas, podemos iterar dicho proceso hasta
llegar al imiomnemito cmi ~me
AlÉ/x = llh0(A”~y) (i4~ QL OL«l) L/X
y h0(F) = O.
Se tiene finalímíemíte qrme E F*(~ 1) por la unicidad de la clesconiposiciómí y
es summíctríco porque es la restricción <leí isomnorfismo de i>artida..
Pasamíio>s cmi la próxinia seeciómí, a estudiar la. cohomnología de l<s productos
fibraolo Al¿K por los haces invertibles OL(a) comí a un número entero.
el isomnorlismno
tensoriales del
2.3 La Cohomología del fibrado normal y sus twists
El librado que estamos estuudianolo, AQ/x. es un libraolo demudo sobre un espacio proyec-
tivo dc diunensiómí A:. Para el estudio dc los librados vectoriales sobre uní espacio proyectivo
resulta. mííumy útil conod:er las dinienisiones dc los C-espacios ve(:toriales de cohomología <le
los olistimítos t~~
5t5u <le Al¿/x. es decir. h’(AQ1~(j)) comí (i,j) e N Y Z.
La. su.icesioui esí>eetral (le Beilimísouí [40], <le ahora en a.dcla.íite BSS. es el instrumento
fundmumnental qine vamos a usar para traducir esta información dc la c<QLoníología del
librado cmi condiciones que permumitan estudiar la posibilidad de existemícia del librado y
determmiinarlo connpleta.nuiemite cmi algumnías ocasiomíes.
Recorcianios el teoremíma <le Beilimíson:
Teorema 2.17 (Beilinson) Sea E un fibrado vectorial de rango r sobre }pk Entonces
hay ‘arma suc.:síon espectral Ef”” cuyo primer término es:




en, el sentido de que EW — O si p+q # O y de que ú>k EJ~ es el
a ‘una filtración de E.
Nos gustaría emítonces conocer el aspecto de Ef”’ en el caso en que
cstu(liamidl(> sea el libradlo eonormmíal a umm lruga.r (le contacto general
haz graduado asociado
el librado que estamos
.AQx.
Observación 2.18 Aplicando el teorema de dualidad de Serre para calcular la dimenszon
obtenemos:
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‘y
ht(J\f7/X(j)) = hk~t(J\fL¡x(~) — le — 1)) = hM1(Al»/«—j — le))
por tanto el término ~ de la. ESS del fibrado ~ tiene uro aspecto bastante simétrico.
De hecho. sí coleccionamos en un cuadrado le x le los números correspondíentes a las
dimensiones UP(JV7/y (<a>)), con (p. q) E [O,A >< [—le,(ji] G Z Y 2, que oparecen. en Ef”’, se
tiene que dicho cuadrado permanece igual tras hacer la composición de la simetría con
respecto a la diagonal p + q = —A: y la simetría con respecto a la diagonal p + q = 0.
4=.
En uno de sus trabajos sobre variedades couí olual degenerada.. [8]. Eimí ha estudiado
las pnopiedades de la. pr<>yecciómi de 1V — L desde uuí luiga..r <le couítacto gemieral L sobre
umn espacio limmeal de dimnensiómí coníplennentaria.. Para. extemícler a toda la variedad esta
aplieaci~rm lmay que efe<:tuar una explosiómí <le 1V a lo largo <leí lugar de couíta.ct.() (<jne
~jor el teorema. de paridad siempre tiene codimensióuí mayor o igual que 2). Euí esta.
explosiómí aparece <le foruma natural el fibrado ~ coumio cl librado vectoria.l cuy<ij librado
proyectivo asocma<lo <‘la el clivis<r exeepciomia.l <le la. expl<»”iónn. Fui este estucho, para. algu.mnía.s
varie<la<ies de defecto positivo, se pue<le dar umm resultado <le aumulaciórí cíe la c.ohomnolc>gía
del librado uiornnal, apoyado cuí resultados de relacióní <le las colmomnologías (le víírieda<les
birracionalnmiente equivalenítes.
*
El resultado es el signiemite:
Teorema 2.19 ([83) Sea 1V c IFA’ variedad proyectiva lisa con dimensión u y defecto le.
tal que el haz invertible canónico Ej es O,,< (b), b un número entero y (le manera que se
da la desigualdad <‘t§~ < 0. Podemos qf’rmarú —
z) JI<’(J\f¿/x(a)) = O para todo a < 0. 4,
u) fJ’}AlZix(a)) — O para todo a > —le. —
in) H (Al
1 ¡Á-(~)) <~ si (1 < i < le y para todo o. >
~< JI’%f~ (a)) O si O < 1 < le y para todo a <
Este teonemna <le Lumí nos <la, bajo cierta.s condiciones, la. a.umulacióuí de la colmonnc>lo>gía cíe
distintos twists dcl fd>r md< comiorumal. Está señalanmolo que la BSS en estos casdis s610 va a
tener una. cantida.d pequeuía <le colunnuas con elementos no nulos en su correspondiemmte
térnuinmo EQ”. <‘jue uíccesa.rianiente., por la siumetría. de Ef” señalada. cmi la observación
anterior, lía de correspomider a las d:<)luIumnia.s ecuitrales.
Nos gmustaría seiía.la.r que el teorenna de Fmi ta.l y comíío> está escrito en [8] es inicorreeto
preseíita.míclo algunmos probleuuias cmi el caso (ti — 3le — 2)/2 = 0.
En efect<r en la. <lemostraciórí <liLe cmi el trabajo <le Em ~ propouie lías’ unía. immiprecismoui
pues la anulación dc lu.’(Al¿/x) se garantiza por ser menor o igua.l tino la. suma. de otras
dos cantida<les, <}uue no míecesarianícuite soui ambas uíulas (comn la. míotad:ióni allí sugerida.,
lí
tm(OÑ (0. 2)) mío es miecesa.rianieuite nulo) [8, lenínía. 4.3].
De hecho la sec:d:ióíí por d<s iui~.>erpla.mmos cíe la va.rieda<l espínoría.l S
4 (colimo se pue<íe ver
en la lista del fina.l del <:apítiílo 3) tieuíe dimensión 8, defecto 2, y hí>(AIL¡s~) = 1.
El lema sigímiemmte se clemucistrará <:omno u.ímn instrriumiento uíiímy útil pama tra.olucir esta imifon—
mnaemon en los resi.ilta.dos cíe clasilicacuon:
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Lema 2.20 Sea E un fibrado vectorial sobre pk y P su polinomio de Hilbert, es decir
P(’m) = z§~> (—1)~ hi(E(m)), entonces se. sigue que:
rle(E) = Z(~l)i±Á (1) P(—lei-j)
j=O
donde’ rle (E) es el rango de E.
Dero ostroción.
Por la <:ouivergemícia. <le la smmeesiómm espectra.l <le Beilinísomí de E, y del hecho dc que Ef’i% =
E~ ya címie en Ef’i~1 todas las aph<:a.ciomies son muulas, se tienme la siguienite igualdad para
el rauigo <le E:
k As
rle(E) = >3 >3(~1)P±~rle(E~41).
p~O g=O
Com< cada téinnimio de la sucesiómm espectra.l de Beilinsomm se construye <leí anterior touuíamí~1o
cohouuíologfa., entomices:
>ZZ( l)~~”rk(E~’>) = As As>3 >3(~í)P+Qrle(E~”Q)
—p=(u g=O —p=O q=O
para. todo emítero positivo j.
Aplicando recursivaniemmte esta igualdad des<le j = 1 hasta le + 1 y observan(l<) que en el
térmumiuio Ef” de la. sumcesiómm espectral de Beilimíson se tiene la igualdad:
rle(Ef”) = (4) h”(E(p))
comm lo que se couícluye la. igualdad <leí enuno:iado.
Otra seimeilla prumeba <leí lenna se puede hacer tomuiando restricciouíes consecutiva.s (le E(’m)
a los difereumtes suubespacios lineales <le IFAs, esto es, IFk.í, Wk~2, ..., W» y calculando el
poliuommmio de Hilbert por mííedio de las correspondiemítes sucesiones exactas:
O E(a — i)Vs —* E(a)~ .~ — E(a)<~s-i 0.
La formnma de unsar este lema será comívertir los resultados <le anulaeiómm de (2.19) en una
ecimacioní diofántica cine imívolmícra al rango del librado n<>rmal y a. umios <:iertos uíiiunmmeros
commíl>immatorios. Si podeuííos demostrar la uíc> existeuícia ole soluciones de di<:ha ecruacion
estarenmios ammte la imuiposibilidad de existemícia del librado qume tratamos de estudiar.
Profundizaremnos en la sigmmieímte sección en las informuiaciomies geomnétrica.s acerca de las
va.rieda.~les con ~lua.l clegenera<la. que se j)luedemm extraer <le la cohomniología del librado
A
1L/x (y viceversa).
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*
2.4 Geometría y cohomología
e’
En esta seccioní vanmos, <‘mm primer lugan, a extender los resultados <le la proposiciómo (1.2) (leí —
tma.bajo [7] <inc penmiten couíoccr informmia.ciómm sobre el nuiníero dc imiperpíamios tamígeuítes
a una cierta suíbvarmeo’la<l cerrada. <:o.>nexa y re<lií<:i<la. Y C 1V, a })a.rtir del miunuicro <le
secciones globales <le la restrícciou’i a dicha va.rie<ia.cl Y oíd librado nominal <le 1V cnn el
-7
espacio pr<)ye<.tivo ambiente. —
Ne<:esitammmos la siguiemites definmiciommes:
a
Definición 2.21 Sea 1V c 1pN una variedad proyectiva lisa de dimensión ti e Y G X una
subvaríedad de 1V. Definimos la va.rie<lad c.le ta.ngeímtes a. 1V rela.tivo>s a Y y la denotamos
T(Y. 1V) a la colección de todos los espacios tangentes proyectivos inmersos a 1V en algún.
punto y e Y, es decir,
T(YX) U Tx.1~
vGy
Definición 2.22 Sea Ay = {(‘í.y) : y e Y} G Y x 1V la diagonal relativa de Y en 1V.
En. las misma.s condiciones de la definición anterior se define la ‘variedad de seca.mmtes a~ 1V
relativas a Y y se denota 5(1>2 1V) a la colección de todas las rectas secantes a 1V, esto es,
rectas que unen ‘un punto de X y otro punto de Y, es decir,
S(YX)= J
(x“.0 eX x Y
donde < a:, ‘y > denoto, la ‘¡ceta que ‘iín.e :r con ‘t}.
El resumítado que amíumnciába.mmíos al imuicio <le la secciómí es el siguiente:
Proposición 2.23 Sea 1V c una variedad proyectiva lisa de dimensión ti e Y c 1V
una subvariedad, conexa y cerrada. Son equivalentes:
í) dim(< T(Y.X) >) = ‘Y — s e’>
0~u) JÉ>(AlkUAIv(i)) = s
‘iii<) Alx¡yN y(—l) = O~. E) E, con E un fibrado de rango 1V — ti — s y h<1(F>’) = 0.
Demostración.
Extraenmios <leí <liagramíma (la) la siguienmte sucesiomí exacta:
*
O cx Ox ¼1/ —* Al~¡~x(—1) — O
Por tanto ./V>~
1~wv (—1) es t.ím’t librado generado por secciones globales. Los argummnenmtos de
(2.16) dan la e<íu.íivalemicia emítre u) y iii).
Sea el espacio limícal < T(Y. 1V) > el espacio de <hirecciomies dcl espaci<i~ vectoria.l 14/, es
decir P(VV) =< T(Y, 1V) >c lF~ = P(V). Podemos escribir el siguiente diagramína.:
a
















Por tamíto el librado Alx/rN (—1) y
díne h11(Al$>...~(i) y) =N — dind< T(Y, 1V) >).
esciní<le como sunna de E y OvO Y/VV, lo que deníuíestra
Como hay unía aplicación inuyectiva. Aj¡p~(l)~y ~+ Oy-¼Y>’entonces el espacio dc secciones
glol>ales <le A/)/
1~=>.(1) y se puede ver comno un subespacio U>’ de V~ que da una sucesiómí
es<:imidi<la:
«inc perunite <:omístrumir uumí diagrama conio el anterior, demnostramído la iuíclusiómí
<T(Y, X) >G P(leer(V -+ U))
y por tamíto> la. <lesigmnalcíad de <linicuisionmes
dim(< T(Y, 1V) >) =N — h11(Al4N(1)~Y).
Esto demmmuestra la. equivííleumcia. entre i) y Ii).
Aníalicemmíos las commsc<:umemícia.s <jíne tiene esta í>roposicióum sobre el uiúnmmero de seccionmes
globales del fibra<l< .NL¡~.
sigmuicuite [52]:
Para esto rec<rdamos el lenía de Terraeini. que alirnía lo
Lema 2.24 Sea 1V o IFN una variedad proyectiva lisa y sea Y o 1V una subvariedad
irreducible de dimensión r. Entonces se tiene una de las siguientes condiciones:
i) dim(T(Y, 1V)) = r + ti y dim(S(Y, 1V)) = r + ti + 1;
‘4) T(Y,X) = 5(1(1V)
Este lenma se puede al)lica.r en míuestro caso de fornma nmuy sinmíple. Tommmammmos 1V, JI, L como
sieumpre y estudiamos T(L. 1V): si se verilica u) en el lema de Terracimmi, entonces se tiene
la imíclusiómí
1V cS(L,X) =T(L,1V) cH
lo <jume couitraolíce <jite 1V sea mío degeuierada..
-+ O
-+0
Por taumto estaníí<>s emm cl (:aso i) y liemos demostrado:
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Lema 2.25 Sea 1V c WN ‘variedad de defecto positivo y JI y L como siempre. entonces
se verzflca:
drrn(T(L. 1V)) = ti + le.
4’
Esta conclusiómí del lema <le Terra.cini tieuie comusecmuemícias s<>bre el númnero cíe s<w:ciouies
globales de AlL/x.
Lema 2.26 La d’¿men.sion del espacio de secciones globales del fibrado .A.Ir/x ven¿f’iea la
desigualdad
Demostración. r
e’De la sucesión exacta: 4,,
MC
(ji —# Ñ~/í.~N(l)~L 0t”N-k -+ Alúx —+ 0 4’
se ol>tiemie la <lesigimal<la.<i
4’
u
0 (J\f* (1) L) =PV — le — 10>(AlL¡>y)
e’y commmo de la. proposiciómí (2.23) se tienie «une. h1>(AQ/T.N (I)~~) = PV — dnn(< T(L, PV) >),
emítonmees, apheaui<lo cl lemnia cíe Terracmmiu:
ht>(AlL/x) > di’rn(< T(L, 1V) >) — le =n + le — le = n (2¼
eommmo queruanio>s <‘lemnuostra.r.
Corolario 2.27 Sí U0 (AlL/x) = ‘ti entonces T(L, 1V) es un espacio lineal de dimenszon
ti + le. e’
e’
Demostración.
Basta obsemva.r que en las hipótesis del coro>lario las desiguualdao.les cíe (2.b) se convierteuí e’.
en igualdades.
e’
Observación 2.28 La coto. sobre el número de secciones globales es fina. Se alcanza,
como veremos más adelante, en todos los ejemplos en los que di”rn(X) = diín(1V>’), como
la inmersión de Pílicleer 0(1,4) o W9, la variedad espinorial 54 o W’5 y la inmersión de
Segre W’ Y W~’ o t”’ ~. e”
Además en estos casos se tiene un recíproco en cierto sentido. El primer dato que cono- —
cemos en estas variedades es que ti + le = PV — 1 y por tanto necesarna.me’nte la variedad e’
de tangentes a lo largo dc ‘u’n. lugar de contacto ha de ser lineal, pues está contenido en.
‘un hiperpiano, T(L, 1V) = ¡pn+k a posteriori obtenemos que h0(Alr>/x) = ‘ti.
Podemnos lanzar la siguiente pregunta:
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Pregunta: Sea 1V G WN una variedad de defecto positivo, h E 1V>’ un punto general y
L = K el lugar de contacto de 1V y H.
¿Sí i’(L, X) asuro espacio lineal, esto es, T(L, X) = IFfl±k,entonces neeesaríamente
h0(Alyx) =
¿Y debe ser ti + le = —1?
2.5 Estructura de la restricción a un plano general
Hemnios estudiado emm secciones amíteriores la. restri(:eión del librado muormmíal a mmm lungar cíe
contaet.<> a imna recta, damído interesantes resultados sobre (licho librado. Vanuos ahora a
esti.mdiar la restricción a un plano general E IP2 de L para lo que necesitarnos que le > 2.
El objetivo fundamental será usar dicha descripción dc la. estructura de la restriccióuí a. mmmi
plano geuíeral ole Alr/x y los datos geoniétricos y algebraicos referidos a dicho librado para
cliniinía.r uní gran número <le posibles variedades de defecto l)ositivo, dada la. imposible
existemícia <leí librado AIíjx asociado.
Antes <le c:o>mmxeníza.r este estundio necesitauuios las sigruientes delimiiciommes:
Definiciones 2.29 ([40]) Una mónmada sobre IFAs es uro complejo:
0-~ A~2~+B=~+C -+ o
de fibrados vectoriales sobre Wk tal que la sucesión es exacta en A y en O y tal que fin(a)
es un subfibrado de B.
El fibrado vectorial:
E = ker(b)/Im(a)
es la eoli<>mmiología. de la mónada.
Teorema 2.30 Sea 1V c una variedad de defecto positivo le > 2, h e uro hiper-
plano tangente general y L cl lugar de contacto de X y JI. Sea E G L un plano general
en L, entonces el fibrado AlL¡xIn tiene la siguiente estructura:
Al¿<~ = On(1) ~ .3; M ~)
donde Al es la cohomologia de una mónada del tipo:
De’mostrací.o’n
El isomu’iorlismno emítre .1~1r/x Alp~(—l) provenía de una sección de S2(Al¿¡~)(l) de
ramígo muáximnio en cada pumíto. Por tanto la. restricción a E de esa seccióum reproduce el
msoumíorlismímog címne miatura.lmnemmte taumíbién es sinmétrico:
KL¡X<n =J\IL/X(1)L’?.
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‘yPor otro lado el librado Al¿~du es globalumente generado por lo que razonamido como cuí
(2.16) se tieuíe que el fibrado esciuícle comíío summma <le:
ORY’1) L/X e Me ®h”QV’Z/x lii)












Y que por tanto estaciona en elsegundo paso. Por la. convergencia del teorenna de Beilinson
se tieuie el resulta.d<u.
Podeumuos dar algimuia inforuuia.o:moui adíciouial de dicha nmmóna.da.
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Por el t.ecjrema nuiterior .1v! es la. c<)houuiolo>gia cíe la mónada
~Y)









Al>’ (—1) es la cohomniología de la. mmm<Sna<la. resmiltante de <bualizar y mumítiplicar




Oíd j79/0(ÑX u) -1-—dQn( i)””~ (Ñp~. R&’1 )) ~ (—1) .22o$ (NL/A. Y)
Aplicamos la proposícióuí 4 dc [23y el isouííorlismno entre Al y >{>‘(— 1),
h : Al -+ M>’(—1)
extiemícle a un morlisnio cuitre la.s niómíadas, único salvo
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Por tamíto> la exteuisioin a. la. mííómmada es imníca.
Lo mumisnio se i)u(u(lc. aplicar a h”’ lo que mmos l)ermnuite comm<:luír el cliagranuía.:
Ch’ (A1» iR)
0!? «1) (eh’ (AL/A. 1?) ~ Q2 (1) E/A
1 1
Y se conchuye por la. pr<>posici6ni 5 dc [2] que iníclica. <íuue el isomnorfismno H es siuriétrk:o.
Y euit<míces. p~~’ (2.10). se tiemie el siguicuite corola.ri<.>.
Corolario 2.32 Como JI es un isomoifismo simétrico hí(AlZ¡xIu(~i)) es un número
por.
2.6 Clasificación hasta rango 10
El estudio <íuue liemmmos hecho> de la. restricciómí a uum í>lammc> general (leí libra.<lo normual AlL/x
permmmite <lar imnuos resulta<los ole clasilica.ciómm para. ramígos pequeños que serámí lueg<> funída-
mmíeumtales para. establecer resultados de clasifleaciómí de variedades comm dua.l degenera<la.
Notación 2.33 Para simplificar la.s’’notaciones entenderemos que el fibrado vectorial E
es la restricción del librado conormal al lugar de contacto L de PV y .11 (h general en 1V>’)
a ‘un piano general 1? c L, es decir:
E
La siguíemmte observación es unía consecuenmema <lirecta del tipo de escisión de E y de la
sucesmon:
O -+ E — E(1) -+ 0E)/2 ~ 0rk(E)/2(1) -+ O.
Observación 2.34 Sí H
0(E) = O se tiene que h0(E(1)) < 3rk(E)/2
Por otro lado, si ]z0(E) = 0, en la sucesión exacta de evaluación de las secciomíes globales:
O -+ K -+ H0(E(l)) ¼Ou E(l) —40
se observa qume h0(J’si) — h~ (K) = O.
Touuiamudo cuitouíces la sucesión de restricciómí a T una. recta cmi E, T c E, se obtiene:
O -+ 1< —* Isi(1) —4 K(1)K —*0
lo qume imníplica
b.0(K(1)) =
Que vienie a decir cíne el mmúmero de — ls en el tipo de escisión <le K cmi T no depende de
la re<:ta T, lo que permite sacar alguinos interesamítes resultados:
‘y
Mr
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*
Lerna 2.35 Si 110(E) = O se tiene que: 4=
i) Si h0(E(i)) = 3rk(E)/2 entonces E = U~(1)®rk(E)/2 e’
u) Si h0(E(l)) = Srle(E/2) — 1 entonces E aparece en ‘ana. suces’¿on exacta de.í tipo:
4,’
(ji —í E -+
0<i>Srk(E) /2—i -+ 0&rk(JI)/2—2 (1) + O~~<l) -+ (ji *
Mr
Demostración. e’
Dc la sucesión (le evaluación <le secciomies globales
e’
O -+ 1< -+ H




e’/0(1<) = It’ (1=7)= h0(K(—l)) = It~ (K(—i)) = 0.
Por tanto, para. cada recta T c E. se tiemne que h0(K~
1~) = 0. De uuíodo que es mmmi
librado <le ramígo igual a rle(E)/2. y el tipo (le cscisu<>n veriflea:
i) nf < O para todo>
4=u) 2a = rle(E)/2
Por tamíto 1< es ummniformmíe cíe tip<) (—1, —1, —1, .... —“1) y cíe la cia.sili<:aciómí <le dichos librados e’
[it)] se conmchmye que es mmecesa.rmamnente escimídido como sumímía <le haces inventibles: e’
4=
E = (9( l)nL7(I<)/2
4=Entonces la sucesiómo exacta <le evalima.cu>mm es:
e’
4=O —* ()~%í1(W/ -+ HNE(í)) ¼O~ -+ E(l) -+ O
De uuío<i<> <lime J~i (E) = O y por tauíto la. BSS es, cmi sin prjuuíer térnmíino e’
O —>‘ 0 -+0
O -+ Q11(lj
t)~ -+ o
(ji —>‘ O —+(ji
couichuvén<lose el resumítado i).
Para. ver u) basta miotar que el librado K es ahora iunif<>rmnie dc tipo (—2, — l,—l,..,—l)lo
ojíme a.pelanm<lo de íiuevc> a. los resultados dc clasilicaciómí (le librados umniformmíes [10]iumdio:a
que el librado 1=7es umio de l<>s sigumiemmtcs:{ 01? (~í)’brk(E)/2—2 e O;~(—2) e’
1v = O ( i)Ctk(E)/’2”’3 El> %?
Comno JIi (E) — 0. entomices míecesarma.ímncmíte 1< clel>e ser totaluuíemíte es<:imídido. Dua.hizand<> —
la sincesiómí y aplicamido el is<)u’miomfisuuio emitre E y E” ( — 1) se concluye u).
Y ya estanmuos cnn coni<’iiciouies de (lar resultados clasificatorios para l<us fibraolos E de rango
uuienor o igual que lo.
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• Rango 2. Enm este caso) se aplica la clasilicación de librados umuifornies y ofitenmenuos
olos í>osilulí<lades
(OpUl) ¿QnE = Vhdl)
Y conumo va señalamos el segund< caso mío es íosible, por t~i.nto necesaruaniente cl librado
es escindí<lo.
• Ratigo 4. Emmto>uíces po<leuiios temíer:
b0(E)zz {1 E = 02—1) (fi Qn(l) e 0~
htm(E(l)) = 6 E = £2102
La segumída posiblidiclad no es válida, por tamíto
E = { ~uU’t (fi O~
£¼(1)02
• Rango 6. Emítoimees podemmmos tener:
I¿0(E) = {(‘ji
E = O~(—i)03 e 0V
E = O~(—1)®2 e Q~(l) e Q102
E = 0~(—l) ‘S Q~(i)02 + Or~
8 < h0(E(1)) < 9
Consideranmolo las posibili<lacles válidas tenemnios:
O~(—1< e ~
O~+1) e Q~(i)®2 +01?
E
1
Donde E3 aparece co>un< miucleo en la sucesmomí:
O -+ E~ -+ 0~ —÷ 021) $ 0(2) -+ 0.
Y hasta domícle estos mumétodos van sirvienído obtenemos los síguiemmtes resultados:








E = O<—1)~~ e 0V
E = 0~(~1)03 e Q~(l) e O~
E = O+—l)” +921< e 0V
E = 0~(—1) e Q~(1)®~ e O~




Si h0(E) = 12 teuíeu’míos el librado Q~(1)®~.
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Si ¡¡0(E) = 11 tcnemmm<s el fibra.<lo «ríe aparece cmi
O ~>1 O~~m 02(1)02 1 02(1) 0.
Si ¡¡<‘(E) = 1(ji temíennos dos pc>sibili<la<les
0 -+ E2 -+ O,#10 “>‘ 0~(2) ¿ 02(2) —÷0.
e’
(1 —> Ej -+ -4 0<3) có 0,41) —>0
4=-
Considerando las posibilidades válidas:
=1









E = Ofl%l< e
E = Q(j)Ó>4 QL Q~(l) + o~j
E = O4—l)>~ ¿ Q
2(Jjt ¿
E = O,z¿—l< El) Qn(tY<
3
E = Oíd—1)<>~ QL 13 + 0V
E = 0,4—1) + ~1 (1)~’ c0~
E = 0<—’h c>
12 < h0(E(1)) =15
Si h0(E(1)) = 15. entonces E =
Si h0(E(1)) = 14. emítoníces
o -+ E.~ -+
0tu>4 —+ O~,(2) E) O~(1)~ —+ 0.
Si hoí(E(1)) = 13, entonces dos j>osibh<lades:
O -+ -+ O~ —> 02(3) e 0(1)0>2 o.a II 2 -4
O —> Li —> ~ -+ 0 (1) ¿ 02(2)02 0.a 1? 2
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—+ 2 -+ O~(l) 0’d4) -+ o.
O -+ -+ o$(~ -+ O~(2) (L> O~~(3) --> O.
o -+ E~ 0ei2 —+ £2~(4) --* O.
Por tamít< sc tiene que
O~¿ 1<~ ¿~
1y Q2(i)e2 QL o~Oíd 1) Qn(i< ¿0~




Emm las l)róximuias secciones utilizaremnos estas listas <le librados para. dar resultados <le
clasificaciómí <le variedades con clua.l degemíerada.
La técnica <le clasificación de variedades con dual degenerada que vamos a desarrollar
a comítmmmiua.cíomí consistirá primmiera.níeuíte cmi fija.r ‘ti y le y por tanto el ramígo del librado
míormna.l y la (.limmmemisiómi (‘leí espacio proyectivo sobre el dlue se olelimme.
Con dichos elementos fijados podemos usar:
i) el hecho (le que este fibrado es uniformne y conmocemos su tipo <le escisión;
u) si le > 2 las clasificaciones que líenmos establecido hasta rango 10 dc la restricción
dc a mmmi plamio geumeral;
iii) los teoremas de a.ni.mlacioimm de la cohomologfa. cte lo>s twists del librado comí—
tenidos cmi (2.19) y las con<liciones que establecen por medio de (2.20) y <le la BSS
(idamítea.níieuíto <le una ecuación diofántica);
iv) consi<iera.ciones geomniétricas propias de las variedades con dual degenerada tra-
ciucicla.s emí condicionmes sc>bre la. coliommmología del libra<lo I~
1px, commmo por ejeníplo (2.26);
e intenmta.r cstable<.er la. mmc) posible existenmcia del fibra.<lo en cmmestión (por tanto no existe






En el capítulo que commíemízammmos vamos a describir el librado míormna.l al lugar ole contacto
gemíera.l de varieoia.<’lcs con dual degenerada comístruidas a través de otros ejemplos de
varíedaoles con <lefecto positivo, a saber. secciommes hiperpíanas generales de varicolades
comm <lumal <legeníerada., pro<.lu.u(to>s de variedaoles, unía de las (niales tiene defecto positivo y
mmíayor que la. dim’iíemísióní de la otra., o variedades regladas. En particular caracterizaremmmos
totalmente las variedades regladas cmi térnninos de sun librado normuial como las variedades
de <‘lefecto positivo y estrictamníente uuía.yor que 1 cuyo librado AI¿/x escinmde totalímíente
conmio summmma <le haces imívertibles.
Finainnente l)<)clremnos presemitar la tabla de todos los fil>ra.dos muorunales al luga.r cíe comitacto
de 1V y JI luiperpíauio tamígente genueral para. la lista de variedades con dual degenerada
conocidos.
3.1 Caracterización de las variedades regladas
Como va sefíalábanmos al hablar de cómno debería ser un resultado de clasilieaciómm de
varie<la.des comí dual (legeliera(la, éste debe reconocer las variedades regla<las, que son
cjennplos que van a aparecer para cuma.lquuier dimensi<Sui y defecto.
Este es el resuultaolo cemmtral de esta. sección: caracterizar las variedades regla.da.s comno
aqumellas variedades de dual degenerada cuyo librado norníal al lungar de couítacto esciníde
conípletamnente como sunna <le lil>rados de línea, siempre emm el caso de que el defecto sea
muavor o iguma.l «míe <los, ya <íue el teorema <le Grotlíeno’hieck asegura esta. escisióní cuí el caso
cíe librados sobre unía recta.
La cleumuostración <le este teoreumia es esencía.lmmmemite la propuesta por Einm emm su trabajo
[7]. Señalar íiíe la lmeummos siníplificado immtrocluciendo la caracterizaciómm <le los espacios
lineales [47], [43] comnio aqumellas variedades «mme comntiemnen unma familia (le dimníemísión alta.
de espacios lineales. Queremnos acemítímar cl papel fuuídauímemntal emí la demmíostra.ciómm de la
estrmmctuíra <leí librado muormal al lugar <le contacto gcnera.l A/’L¡x. en la línea <leí enfoque
escogiolo ínrm toda. la mmíemmm<>ria. El trabajo de Fin remmmarca más bien que, si el defecto de
la. variedad es grande cmi commmmpara.ciomm comí su dimnensiómm. la variedad ha. de ser reglada;
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basa<lo en la estruictura <le los librados mmniformmies sobre iímm espaci<) proyectivo> de rammg<
muenor cjue la diuuíemísióuí del espacio. —
Teorema 3.1 Sea 1V C WN una ‘variedad de defecto positivo le > 2, H c 1V>’ general y L
el lugar de contacto entre 1V y JI. En estas condiciones son equivalentes:
§1 1V es una variedad reglada.





Para ver la immiplicaciómm de i) a. u), recor<la.ímíos del ejemmuplo (1.23) <.ju.íe el lumga.r de couitacto
genera.l L está contenniclo cuí ruuia libra E, que es ¡mmm espacio limíea.l <le dimníeuísiómí ti —
F = ~ Entomices se tiemie la. sucesión exacta:
e’
o-+ -+ iv< JVF/X -+0 e’.
que se puede escribir:
“y‘
o -+ 0<1) -+ .AÍ<!~ -+ —+ 0 e’
‘4=
Como ¡¡u (0~(í)) (ji esta. sucesmon es escimidida comí lo cumal: —
MC
.AfL/X = O~(i[ a—,n—k ~ O~”~ (Sa)
lo oíiue garantiza. la iuuiplicacióuí de i) a. u)
Anítes de díemnostrar la. iummplicacion de u) a i) vannos a. inmelumir aquuí el siguiente corolario,
comisecuemicia directa. <le la. igualolad (Sa).
Corolario 3.2 Si 1V es reglada sobre Y y di’rn(Y) = ‘¡‘ti entonces le = max{0, ‘ti — 2m}.
Demostración.
Enm efecto, necor<ianios que AIníx es’ mmmi librado umnuiformume cuyo tipo <le escisiómí es ((ji, (ji li)
doníde hay (vi — le)/2 ceros y el mnismno número cíe umios. Entonces í>or la. descon’iposmcion
diume semiala.. (3cm) se tienme que n — ro. — le = (ti — le)/2 lo <jime comícluye <lume le = ti — 2m.
e’.
Deumiostramos la otra nuplicacion.
Tonmarnos x E L gemmera.l y vannos a estudia.r cl (~s<luuo’mmiUm <le Hilbert 7t <lime paraumietriza —
los espacios lineales 5 <le dlmnnemisiomi le en A’ que pasaní por a:. Conno la. cohomologia <leí
librado mnornia.l de L cmi 1V verilica.:
MC
h
0(IV”L/x ¼I~)= lern qq’
4
t~m (ÑÍ/x ¿7. I~) = o
donde rn = ~jk, entonmees cl pumíto 1 correspondiente a L cmi es mmmi pumnmt.o liso del
esquenmía <le Hill>ert 7-(~,. Tomnannos emítomíces la. única componenmte irreducible <le Nr <jume
comítiemne a 1 y la denmotanmios ~-~í(
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Comistruuimnos ahora la sigimiemíte va.riedad dc inmcidencma:
1 := {(‘q.s) G 1V x h~: y El Ss El ÑJAX
Y la. <linmiemisiómí de p(I) será.. con y gemíeral emí la imuía.gemu:
din(p(I)) = lem + le — dim(§’ (y))
Ahora biení, la fibra general de p es
p’(’q)={sc7+~.. z~cS}
es decir el c.ouijmmnto dh.~ espacios lineales de oliníenísiómí A: (le la familia, que comitienen a la
recta. que unme. .‘r e y.
Comímo para 5 geumeral eum ~-~1i~el librado muormímal vuelve a escin<Iir de la muismna manera, se
tiene «míe, si t~ C 5 euítomíces:
18(J’/s,’x ® I-~) = (le 1)¡¡m(J\I sJ?~) = O
Por tanto tenemos dirn(p(J)) = le(m + 1) — (le — 1)m = le + m..
La va.rie(lad p(I) es entomices umía variedad de <limensión le + m qime contiene umna familia
<le dimncnsiénm lem. (le le—plamios por uín pumuto. Tomnando umna seccióuí hiperpíana. general
Al n p(J), «mme evite a x, £ ~ LUí, se tiene una variedad de dimension le + ni — 1, p(f) fl Al,
comí muía fanmuilia <le olimmíenísiómm lera (le A: — 1—plaui<>s. Como la. dimnemísión de la gra.ssmnammnía.uma
G(le — 1, le + “m. — 1) es le’ni., emítonces por la caracterización <le los espacios limueales de [48]
se tiene que p(I) fl Al es limueal y por tamuto también lo es p(I).
Finalmumemíte t(>uimammios la sucesión
0 NLI~(I) —~ I\IL¡x J\I2~íj¡xIc O
(jue se pumeole escribir
o OdlVkn -+ 06i)~~» QL (Jtrn JV’P(u)/X<L -4 0
De esta. nnammera AÍÁI>¡x L es trivial y comno por hipótesis la. diníenusión de L es mnayor o
igual que 2 se tiene [40, thm. 2.3.2] «mme JV$fl/x es trivial.
Por tanto existe ummm espacio limícal, p(l), dc dimensión le + ni emm A’ <le umiodo <íue JV~(Í)/x
es trivial, y así X es regla<la por [8, thnm. 1.7], ya que vi =2(le + ni) — 1 es e<juivalemíte a.
vi — 2m — 1 > O y a le > 1.
Y se puede observar en genmeral, para. variedades que comítienen espacios lineales cuyo
libradlo norumíal tiene una estructura especial. el siguiente corolario.
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Corolario 3.3 Sea X c pH variedad lisa de dimensión n que contiene un espacio lineal *
L c X de dimensión k de modo que .A/LIx = ~ ED OL(1YE~fl y con n — 2m —1>0
entonces X es una variedad reglada.
Demostración. *
Basta observar que la construcción que hemos realizada en la demostración de u) a i) no
ha utilizado más que la escisión del fibrado J’IL/X~
Una vez caracterizadas las variedades regladas en términos de su fibrado normal, conviene
distinguir en dicho librado los dos procesos que hemos señalado de construcción de nuevos




En esta sección vamos a ver cómo se construye el librado .Afqx en el caso de la toma de a
secciones hiperpianas de variedades do defecto positivo. Buscamos maneras de reconocer u’
este proceso en el librado normal al lugar de contacto general, para encontrar la variedad e
básica que produce el nuevo ejemplo, que será la que intentaremos clasificar, e
El resultado básico para esta primera parte es la siguknte proposición que sirve para
e-establecer condiciones sobre una variedad de dual degenerada para poder ser ima sección
hiperpiana general de otra variedad de defecto positivo. *
e
Proposición 3.4 Sea X c pH y h E pH. un hiperpíano general. Denotamos por Y la
sección hiperpiana X fl H = Y. Sea h1 E X’ un hiperpiano tangente general y L1 el lugar
de contacto deX yII~. YseaL=L1flH el lugar de contacto de Y yHflH1. Encst~ *
condiciones se tiene el isomorfismo e-
.IVL1¡xJL rWL/Y e
Demostración.
Tomamos el diagraina siguiente:






Por tanto los isomorfismos:
KX/pN Iv !Zfiljqpn-l X~
1/p.H ft.±4fi4p~tU4
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mío>s I)eruuiiteui comicluir comí el <líagramna. sígumiemite:
0 —~ IV”¡jy ÑL/í»N-I — AIY/~t-HL -+ O
1’ 1’~
o —~ ÑL~/X 1» Aí~y¡p<n ~> (ji
<lume mní.uesstra. el isoniorfismo entre A’I¡Y y IVLi¡x~L.
Por tanto esta proposición muiestra que el librado N~1y. en el caso en que Y es uuuma
sec<?iómi hiperpíana. (le otra varíe<la<i comí defecto positivo, es restricción de miii librado
sobre umní espacio proyectivo de <limemisiómm unía mmnmidadí mnayor a.l defecto de Y que cunmiple
toolas las <‘:<ndicioníes <íue se le pume(lemi po>ner al libra.lo muorníal al luigar de couítacto ole
lumia varue<la.<l comm defecto positivo.
Definición 3.5 Diremos que Y c ~}V—ies extemudible (<le formíma. lisa) si existe 1V G WN
(lisa) que no es un cono sobre Y y un toiperplano ~ = IF~’~’ c r de modo que Y = 1V00.
En estas condiciones A’ es una exteuísiómm (lisa.) de Y.
Una vez establecido el resumítado para secciomies Imiperpíauías gemíerales, debemos tratar de
establecer mmmi recíproco, emí el sentido de ~)regumitarnos comui(> somí las extemísiones lisas <le
variedades con dumales <legenmeradas. Cuestionmarumos si a su vez dichas exteuísiomíes tieuíen
defecto positivo y si los librados uuoruuíales somm emutomices exteuisiómí ~le un librado sobre uní
espacio proyectivo ole dimnensiómí igua.l a.l defecto de la. variedad de partida a. umí espacío
proyectivo <le <limuiemision umnía. uumíi<la.<l mayor, con las condicionmes <leí librado normal al lugar
Proposición 3.6 Sea Y c WNi una variedad de defecto positivo lev, H e Y>’ un ¡¡‘iper-
piano tangente general :~ L el lugar de contacto entre Y y H. Si existe una extensión lisa
1V c WN de Y de modo que 1V 1) 0 = Y. con O un híperpíano (le W1v entonces:
§1 kx = le~ + 1.
‘u) el Lagar de contacto general L es sección por O de un lugar de contacto de 1V,
iii) el fibrado A/’L/x es la restricción de un Jibrado sobre 1pkv±i que cumple todas las
condiciones que se puedan poner al fibrado normal a un lugar de contacto general en una
variedad de dual degenerada.
Demostración.
Suponganmos í>rimníeramente que def(1V) > 0.
Siguuiemí~lo el razommammmiemmto de Holmmíe [21] tonmanmuos la proyecciómí H0 : WN>’ 0 -+
que asoema a. cada Imiperpíano H del espacio pA’ el hiperpíano de O resultamíte <le toma.r la
intersecciómí H fl O.
Afirmnammmos ohume se tiemie unma a.1)licaci~n genméricanmíente uno a unmio He: : 1V>’ Y>’.
En efecto. conmíprobenmos cmi primer huga.r que la inmuagemí fl0(1V”) esta. conteni<la cmi Y>’. Sea
umní Iuiperpianmo gemíeral h~ cmi Xt Conmo ley es positivo se tiene que el lugar de contacto
<le H1 y 1V es umní espacio linmeal L1 de dinnensiómí positiva. Por tanto este espacio corta a
Y. comí lo «tic Hm es tamígeuíte a 1V cmi un puuito y de Y y por tamuto H1 1? 0 es tamígente a
la variedad Y emm el pummmto y.
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Veamumos ahora <ímíc H0 A’>’ -+ Y~ es sobreyectiva..
Tonmianmos H cmi Y>’ y por taníto H es tamígemute a. Y cmi algiímí puuíto y de Y (recordar qume
todos los pmumitos de Y>’ sonm tangeumtcs a Y, .sí so>n iwumitos lisos, a lo largo de uuum espacio
liuical de dimmíemisión igua.l al <lefecto, y si soní singuilares cuí u.una luumiómí dc espao’:ios lineales
cíe olieha dinmíensióuí). Tomnanolo> el imiperpíauio H~ =< JI, T~.0 > se tiene la. auítcim’uíageum
buscada.
Venmmios linalmímemite olume es geuierm<:a.mmicnmte iuiye<:.tiva.
Sea. It gcmmera.l emm Y>’ y L el luga.r <le eo.>uitacto <le H e Y. Supommganío>s la existencia cíe /11
y ½puumítos dc X~ cíe mumoclo <luJe se verilicíue H1 A O = “2 fl = JI. Por la proposiciómí
(2.23) sabenmos que:
dirn(< T(L, Y) >) = A’ — 1 — h<> (A14>’v ¡iji)) = dim(< T(L, A’) >) — 1,
por lo <íiíe se tienme «míe < ‘T(L, A’) >=< T(t, Y), Ty11 > para cualquier pumíto y <le L. Emí
cualquier caso. comn<) vimumos emm párrafos anteriores, tanto
11u como 112 somí tauígeuítes a 1V
cuí algúmm i>1.mmíto pi e 7J~ de L. Po>r tanto
H~ < HTxyi >< JI Tx,>~, >> 112.
De este nmmoclo lmemmmos comprobado que dí’mn(1V>’) = dí’mn(Y>’) y por tamito qume ley — lex — 1.
Y además que el luga.r <le eomitac:to genera.l cuí Y es la sección Imiperpíana de umí lugar <le
comutacto en 1V.
1~’
Sumpomígamnos ahora que lex = O.
Debenmuos evíta.r la 1)<)sii>ili(’la.<’l <‘le qume umuma secciómí Iuiperpíana. lisa. de uuia va.rieda<l cu.mya.
variedad cluua.l es unma lmipersuperlicie teuíga olefecto> i><>siti~’<).
Tommmo el divisor sigumiemíte <le la variedad comuormuía.l:
e’
24’ = {(y,JIi) c it: y El Y}
de modo que es un divisor del sistemmma. liumeal Ipt(Ox(1))l, <lomíde p está <lemíota.uí<lo el
pulí-bacle por la aplicación p’.
Alirníannos ~ie ‘Px y está contenmido en cl sul>coujumnit> de l)uuuit<>s u. cíe ‘Px de mumodo <íue
la climnemísión dc py 1p
2 (a) es positiva. Recor<lemimos que, commmo lex = 0, p~ es genmérícamnemite
umumo a uno.
En efecto. si tonmanuios (y, JIí) El P~ ~ se tiemie que H1 es tamigemite a 1V cmi cl pummto y. Por
tanto
11m o O es tangente a Y en y. Conmo el defecto dc Y es positivo H~ fl O es tangente
a Y a 1<> largo <le umnía subvariecla.<l L’ de dimumeuisiómí positiva, <le la cíne pocleuii>s escoger
un espaci<> linmeal L de dinuíensión ley. Pero conmio vínmuos amítes
‘y
<T(L,X) >< T(L,Y),Txy >
y por tanto H~ es tangente a A’ a lo largo de L. e’
Tomanmos la imagen íor p
3 de
2x y~ í~me tiene dimeuisióuí:
e’
diru.(p
2(Px y)) = TV’ ““- 2 dini(pIi (E))
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con E un puíímto general (le la iníagemí. Por tanto, por lo señalaolo en el párrafo amíterior:
dim(p2(Px~y)) =1V — 2— ley.
Por otro lado si u.mmm i>umíto ¡¡u <te A’>’ es tal qume el bmgar de contacto de Hí y A’ tiene
dmnmemísióuí p<>sitiva, entonces dicímo lugar de contacto corta a Y y entonces se tiene que
lt} 6p2(PX)y)
Fleginios entonces una curva & en p2(Px) que no toque a p2(’Px y). Esto lo podenmos
hacer, ya. que podemos elegir uímí espacio lineal <le clinmíensión ley ±2que corte a. lo mimas
emí í>i.uuítos a. p2CPx y) y eligiemí<lo umm huiperpíamio .íue no contemmga a est<>s pumntos, se tiene
uuuía seccmomm linmeal con uní espacio <le dinnuemísión ley + 1 <fue no toca a P2 (‘Px y). Y como
ley > 1 esta seccmomm c>mmtiemíe umnía curva.
Entonces tenemos la. siguiemíte interseccmon:
‘PxW flpy’(C) = O
lo que iuídica la. amímniaciómí <leí siguiente l)ro(luctc) de imuterseccion:
pMOx(l)) .p~>(C) = O
Podemos aplicar la fórmunla <le proyección:
pi>’P2 í(0) . (O~(1)) = O
y obtener umnía contradicción.
Corolario 3.7 Sea A’ c pN una variedad reglada de defecto positivo le > 2. Si Y es una
uxtensión de 1V, entonces Y es una variedad reglada de defecto positivo.
Demostración.
Basta observar quíe si un librado sobre iumm espacio proyectivo lFk con le > 2 restringe
un librado escindi<lo como simuna de librados de línea sobre uní plaumo de 1pk entomices es
escimi<lido [4(ji,thmn. 2.3.2].
Podemímos aportar un teorema <le exteuídibilidad que se deduce (le esta proposuemon.
Proposición 3.8 Sea X C una variedad de defecto positivo y tal que el lugar de
contacto general verifica dirn(L) =2. Supongamos ademas que h0(.AIL/x)) = vi + a y/$(KL/x(—l)) = O. Entonces A’ no puede ser la sección por a ¡¡iperpíanos generales de
x~ c ypNl-ú
Demostración.
Si existe tal 1V~, por la proposición aunterior, es una variedad de defecto positivo le~ —
kv + a.
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WC
Tomamos L11 el lugar (le couutacto general. Si h
0QMnjx,.ú—1)) # O euítomíces por (2.16) cl
librado nornial AQ,,¡x>, a.<lmmíite muía. <lesconmiposicion comumo.>:
‘y
I’1L
4¡X. = <h~ ckF’vr Q~ (1),
por tanto el librado .ML/x(—1) = AILa/Xa (—i)~L teuí<lría secemoimes globales. emm contra(lici~n e’
con la hipótesis.
De esta formmma sc tieuie la auiulacióuí h
0(AQ/x
0 (—1..)) = O.
‘y>
Tomamos ahora la sucesmon:
e’
O-+Ñ~ /X (—1) SJ\/L/X ~ÑLa1/Xq~ 0 e’
donde ~ es ima seccion de A’a por uno ole los hiperpíanos que huiahneuíte l)ro<li.lcira.mi,
p<>r secciou’ícs hiperpla.mía.s sucesivas, la variedad A’. —>









1%/x) =b2(Ñ~) = vi + a 1
emm cc>mmtra.dición comí (2.26). WC
WC
Esto mmíuestra, mímiramudo a la tabla de librados miormímales del final ole la secciómí ciuie los
síguieuites ejemplos somí no extemídibles.
Ejemplo 3.9 La inmersión de Plñeleer de la grassmannníana 0(1,4) en y la variedad
espinorial >94 G son variedades no extendibíes de forma lisa.
WC
P(>r otro lado también se l)lmede ver su no extenmolibili<lacl <le foruuma. lisa. couumo consecuemicma.
dcl teorema de la.s tamígemicias <le Zak, ya <lime unía extemísmomm suiya <lebiera teumer <lefecto
a’
positivo y tina u.ummida.<l mmíayor.
WC
‘y>Esto en lo cíume respecta a las secciones liiperpla.uias. Debenmos abor<lar tamímbiémí la cuiestiómí
WC
de los prodmuctos de variedades comí dual degenerada, <lime era la otra muiamicra sc comistrumir
variedades <le cliua.l <iegemiera.<ia. a partir cíe otras con(>ci(las.
e’
e’
3.3 Productos de variedades con dual degenerada e’
e’.
Comemízamos <:.on un teína que es una consecumencía geométrica. (le la proposición (2.16). e’
Comumo sefíalábanios cmi el ejemplo (1.26) cl luga.r cíe couítacto <le varie<iades con duial cíe—
genera<la construmiclas c<mno í>ro<’lumctos está entomices contenido en uumí espacio lineal. cíne e’
es umn lungar cíe comítacto a la lil>ra genmeral.
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Lerna 3.10 Sea 1V c una variedad con dual degenerada, sea un hzperpíano tangente
11 general y L el lugar de co>ntacto que define; sí existe un espacío lineal IVÍ de dimensión
m de modo que L c AL c A’ entonces se tiene la descomposición
= 0(frm—k ~ p ~ QL(1
donde P es un jibrado vectorial tal que P F>’(1).
Demostración.
De la sumeesiómí exacta
O —# Ñn/1u1%1) —> AIt¡x(—1) —> A%Í/XIL(—1) O
se pumede ver. toninamido la. sucesión exacta larga de colmomnología, el espacio vectorial
JIO (NL/a’! (—1)) conmio umní sumbespacio <le dinuemísiómí ‘ni — le (le las secciomíes globales de
JV~L/X&l),
Se couícluuye entonces aplicamíclo la proposición (2.16).
Po<lemmios ahora des.:ribir la estructura del librado mmormnal al luga.r <le contactc>, que permuita
<lctermnimíar si la. variedad emm cuestión pumede ser un producto> de variedades una de las cuales
es una vtmríeda.<l de defcc:to positivo.
Teorema 3.11 Sea X c pN ‘ana variedad de defecto positivo A: de ‘¡nodo que A’ G
es la inmersión de Segre de un producto de una variedad lisa Y de dimensión ni y una
variedad E de defecto positivo leF con ni > leF. Sea h e A’>’ general y L el lugar de
contacto dc A’ y JI: y sea L1 el lugar de contacto de HM < E > con E, donde < E >
simboliza el mínimo espacio lineal de jpA que contiene a E. Entonces se tiene:
= otra QLAIL1ffIL o QL(lr
Demostración.
Tomumamnos la. sucesiómí:
0 —> KL/Li J\IJ~/)< I”1L1/XK. — O
Conmo el fibrado A~L¡x es generado por seeciomíes globales. tambiéuí lo es el librado .N”LÚxIL.
Dc esta mamíera la suucesmomm
O —í fik¡xK — Jv$~x~í. O
<umne s’e l)Uedle escribir
0 ‘—~ .AQ~Y —~ o
es eso:imídida. y se tiene que
60 Capítulo 3. Variedades regladas, secciones hiperpíanas y productos
‘y
KL/X!L = Of + fi/L1/I.PL (3.b)
Alío.ra.. si muiuultiplicamuios temísorialmnemíte p<>r Vp (1) la. suicesioní dual <le la su(:esiomi imuicial
‘y
(ji —4K¿/x~L(1) —*K¿/x(l) ~ QEtkC k WC
se tienie la descommípoí~’icióuí
WC
KZ1~(í) = Kr1/xL(1) < 0©kp—k
Dtualizamí<lo (3.b). nmultiplicando í>>r
0L (1) y su.istitumyemíclo en esta. ulítinmía fórmmiula. míos da
WC
.AIÑ/x = Q(iÚkE—k( 1) lb’ AQ/¡HÍ 1
WC
Lo que comícluye que leE — le = un y la eseisiómí <leí emiumnmcia<lo.
Esto míos perunite prol.ar la iguía.l<lad (leí ejemmmplo (1.24):
Corolario 3.12 Sea A’ c WN la inmersión de Segre de un producto Y x E, dim(Y) = un, *
de tal manera que E c< E > es una variedad de defecto positivo le
1 entone.~es def(1V) =
m.a.x{0, le1 — ‘m.} . WC
Observandc la <‘lemnostraciómí del teorema, la úimica hipótesis umecesaria es que el librado
mn.rmnal cíe la fibra. en A’ es trivial, por tanto, se tiene:
Corolario 3.13 Sea A’ una variedad de defecto positivo (le modo que un lugar de contacto
general L está contenido en. el lugar de contacto L> de uno. vomrieda..d Y contenida en. A’,
de modo que el fibrado .J\Iy/x es trivial. Entonces se tiene:
.AIL/x = Qtd.tm< L). cliní(L ) JV~L1 /1 r ~+





Presenítammios la ta.l>la cíe los fibrados <luiales a.l librado m’uonmmua.l a ummí Lugar de comítacto cíe
una variedad de defect.o positivo 1V y un luperpíano tamígemíte gemíeral, ~~1¿/X’ para todos
los ejemímplos comiocidos de varie<ia<les c:omí <lua.l oiegemíera.cla.
e’.
• Para las variedades regla<la.s se tienme cl resultado ole escisióní commio simníma. <le haces mmi—
vertibles demostrado.
WC
• Para los ejemplos 0(1,4) G W~> y S.~ c se tonmía sun BSS, y usamíclo los resultados
de anulaciómm <le colmomnología <leí teorem’nma (2.19), se tienme <píe dicha. BSS sólo> tiemie cuí su
priníer térmumino umna. columnmna comm elenmentos mmo miunlos, í>or lo qíme Ef” = ~ y se puie(lC
L/X , +2determimíar comuipleta.mmme.í’íte el libíado ~/\/>‘ , que es resl)ectivamiiemite Q
1 >(1) y Q?.Á2). e’
• Para las gra.ssmuiamim’ima.nas 0(1. 2r) c P
1 se puede lia<:er el sigtuieníte ra’zomia.níieuito qume
conclumye en <jume AQ/X = .%2 (1 yT
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Como L C5 lun plano en 0(1, 2r) emítomuces, interpreta.mido los puntos ole la. grassmnanmmniamma
d:omno rectas cmi W2’, <helio plammo. o se trata. del conjunto (le rectas <‘le un plano contenido en
jp2r o se trata <leí commjunmto (le rectas por un pumíto> eím mmmi espacio proyectivo tridiníemusioníal
<le ?2.
Si se oliera el caso seguumudo, emmtomm(:es L estaría contenido en el espacío lineal de dimensión
2r — 1 <le la. grassn’íamíniana 0(1, 2r) formnado por las rectas que pasaní por mmi punt<>. Por
tanto cl librado .N7/~ tenidría 2v 3 seccionmes gl(>bales limuealmente indepemm<lientes.
De esta fornía.. ai>liea.n<lo (3.1<)) se tendría la. escísiomí:
KL/X =
0tÁr—3 e Fe Qr(~l)
4Qr~S.
Siemído E un librado de rango 2, <íue debe ser 9e2 (1), (en otro caso K¿/x seria escindido)
que no es un <:a’ídidato válido.
Esto concLuye qume L está. formado por las rectas <le uní plauio.
Afirmumamnos oíue se tiemie ~~1¿/x = £4.2 (l)&n—2/2
En efecto, si tomanumos la. smibvariedad <le 0(1,2v) <lescrita por la.s rectas commteníidas en uní
biperpíamio de W2V, 0(1, 2r — 1), esta. subvariedad se puede ver coni<~ el comíjumnto de ceros
de unía secciómí <leí librado cocieuite universal por lo que:
KG(12rm)/G(t2r) 0(1.2) &h2 (2)
To>mí’iamnos la. sucesmomí:
O —> Kc;(u.2)/c(i2ri) KG(i,2)/G(u.2r) X¿(’í,2.r~l)/G(l,2’r)k?(m,2) —4 0
~‘ por imíducciómm sobre y la I)odemnos escril)ir:
O ‘9r~(2§2r3 Aigx
2)/a(í2r) —+ Q~~2 (2) 0
que es escní<li<la., 1<) cíue concluye la igualdad cíe la alirmímacmon
• Para, calcular el librado conormmíal en el caso de las secciones luiperpianas de las varieda<les
ammteriores basta toma.r la.s sucesuomíes
0 —~ K¡½x(a 1) ‘‘~ K¿ix(a) —~ K¿,,x(a + l)~LnH ~0
y estudia.r la coliomología. <le los diferenítes twists del fibra<lo KZ/X(a + 1)~Lmn.
Euí ca.~la. caso la BSS (lcternninará completamnemíte el librado.
Podemuios resumir en unía tabla todos estos resultados:
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Variedad Dimensión Defecto K x
0(1, 2r) 2(2r — 1) 2 9!.p.2(1)4»2r 2
S4 10 4
$4011 9 3 %(2) ¿ Q~ ~(l)
S4nHrjiH’ 8 2 Q~2QLQ 2(1)&2# Q~4 1)
Py(E) ‘a vi — 2dirn(Y) QL(~1)&)d?~n(Y) í
Y x F ‘ti = di”n(Y) + dím( E) k~ —‘— dirn(Y’) ~ rn( y~ KL~/P ~I >.1> 3 din,(Y)
A’ ¡u. 1 o? —A 2 (4< Q~(1)~>” k/2
Capítulo 4
Clasificación de variedades con
defecto cercano al máximo
Emí los capituilos qume quedan vannos a unostrar corno el detallado estudio que hemos hecho
cmi la.s pagimias amíteriores acerca (leí librado normal ofrece resultados clasifleatorios sobre
varie<ia.c’les co>mí <lefecto p<>sitivo.
Inspira.d>s cuí el teorema de las tangemícias de Zak, resulta míatural agrupar las variedades
<:on ~liual olegeuíerada. ení co’>míjmmntos (le variedades domíde se verifica la igualdad de diniemí—
siouíes di’m.(X) = di’rn(X>’) — p, con p umn ntumnero entero. Dich<> teorema de las tangemícias
muestra. que p > O y Em ha clasilicado el caso extremo en que se tiene p = O, bajo la
hipótesis aoli<:ional de qume vi =2N/3. Poolemos decir qmme estas varie<lades tienmen deiteto
maximo.
Emí est.~ capítumio nosotros cla.silicamnos las varie<lades con dumal degenerada que verifieamm
di”m(X) = di’ín(X>’) — 1, extemisiómí natural cíe los teorennías de Eimí, ta.mbiémm bajo la
hipótesis adicional ‘n =2N/3. Llamnaremnos a estas variedades, variedades comí defecto unía
uni(ia(l nnenior que el nuáxirno.
De la clasilic:a.ción para p = 1 se observa que el mismnío tipo cíe técnica.s se pueden aplicar
para el <aso gemieral dizn(X>’) = dim(X) + p. Demostraremos resultados de fiuíitmmd para.
los 1>osibles valores de la terna (N, ui, le) emí cada. grupo de variedades comm dua.l degenerada
y mío rcgla.<la.s cíe mnoolo qmme dinu(X) = dinn(X>’) + p.
Comnio> aplicación liresentareumuos el caso p = 2 donde la clasificación <le librados del capítulo
2 permníit’.e excluir muchas posibilidades y determinar comupletameníte otras. La <:lasificacnon
c~uc comicluimímos emí este caso mio sera comupleta y ení el final del eapítmilo se presentan las
razomíes que lo ínípi<len.
4.1 El teorema de las tangencias de Zak
Recordauumos en este primer momento el teorema de las tangencias de Zak, que va a
l)ermíiitir agrupar las varie~la<les <le defecto positivo cíe forma natura.l emm ftmneiómu (le la.
<liferemicia cutre la. dimmíensiómm de la. varicolad dua.l y la. dimuíemmsiómí de la propia variedaol
di’m(X’>’) — dim(X) = p.
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‘y
Teorema 4.1 ([52]) Sea A’ c IP1 una variedad proyectiva lisa no degenerada de di-
unen.s’¿o’a n. Sea H un le-piano con N — 1 > le > n. y sea Y = fi c A’ : Tx.~ El H}
el conjunto de puntos donde H es tangente a A’. En estas condiciones se tiene que
diun(Y) <le — vi.
Pooienmíos a.plica.r el teorema <le las tamígemucias a U El 1V>’ Imiperpíanio tanugeníte geníeral a
unna variedad A’ El ptV cíe defecto positivo k , se uímumestra.:
le < A’ — ‘n — 1
lo que es equivalente al hecho
dirn(X>’) > c.iiro.(1V).
e-
Y dada. esta desigualda<l, resulta míatunra.l tratar <le clasificar el caso extremo cmi el qume se —‘
tierme la igualdad dim(X>’) = dirn(1V). e’
Este problema lo abordó Em dando el sigumiemíte resumítado <le cla.silicacióíi. bajo la hipótesis
adicioníal ‘o. =2N/3.
Teorema 4.2 ([8]) Sea A’ c
1PN una variedad proyectiva lisa no degenerada de di-
menszon vi, con vi < 2N/3, y di’ín(1V) = dí’rn(A’>’). Entonces A’ es una de las siguientes
variedades:
í) La inmersión de Segre ik x lP”~ ~—> lP2’Ñ~I.
‘Ii) La inmersión. de Pílicker 0(1,4) c~~> Fi. e-
iii) La variedad espinorial S.~ ‘—+
lWerece la pemía resalta.r <íue si A’>’ C5 unía variedad lisa emmtonces, por el teoreumía. <le
bidualidad, poclenmios aplica.r el teoreiuia <le las tammgen<:ias a. 1V>’ y obtemíer la igualdad
dim(X) = dim(X>’). Por tamuto esta clasificaciónm es couuipleta (salvo la hipótesis vi < 2N/3)
para. las variedades <le <luma.l degemierada comí varieda<l du.ia.l lisa.
Sobre la hipótesis vi < 2N/3, (:a.be uuíenemonar cune está relaciomíada. c:omí la. eomíjetmura <le
Ha.rtshorne s<>l>re intersecciomíes coimípletas, a saber,
Conjetura de Hartshorne([18]) Sea X c ¡pN una variedad proyectiva lisa. Si vi >
2N/3 entonces A’ es una intersección compíeta.
Po>r tanto, ole ser cierta la comíjetuira (le Hartslíorm¡e. comumo las interseccionmes comímpletas
tiemíen defecto> cero, tanto la. <:la.sificaciómi de Piní coimio la.s <lime preseí’mta.renios ahora serían
comíuí>leta.s. e”
Emí las próximas sc.co.’:iomíes exteuíderemnos los trabajos cíe Elmí y estmn<liaremuios variedaoles en
las que se da la igumaldad dím(X>’) = dinn(X) + 1 ó cmi gcuiema.l cada. mino (le los grupos que
vamí dando las igualdades di’rn(X>’) = dim(1V) + p, comí p mmmi euítero positivo.
654.2. Variedades con olefecto una unidad mímenor que el mnáxmmno
4.2 Variedades con defecto una unidad menor que el
máximo
Emm esta sec<:íómm clasiticanmos eornpletannenmte las varie<la.des <londe se ola la igualdad de
dimnemisiones di’m(X) = d’iní(A’>’) — 1 bajo la. hií>ótcsis adicic>miai vi =2N/3.
Coiuio liablarenios a uuiemiudo de ellos, resultará cómmmod< dar la siguiente <leflnícmonm:
Definición 4.3 Definimos el conjunto S~ corno la colección de todas las variedades con
dual degenerada verificando dim(X”) = dim(X) +1).
Comno el clefe<:to dc uuuma variedad 1V es la. dimnensión <leí luugar de couítacto euítre 1V y imn
liiperl)lauio tamugente genmeral 11 E A’>’, que es la parte simígumíar de umna secciónm hii>erpia.na
tammgent.e geumeral, entomices le K ti — 1.
Por otro la.(lo, por el teorema. de paridad no se puede dar la igual<la(l le = vi — 1 , comí lo
que se tiene:
Primera cota: le _ ‘vi — 2
Aplicauido esta primnera. <:ota. a unía variedad A’ de modo qume dini(X) = dim(X>’) — 1, es
decir le = A’ — mi. — 2, se obtiene:
Primera cota en S~: vi > 1<2.
Si se <la la icrual<lad vi = N/2 entonces le = vi — 2.
La sigimieníte proíosieiómm es bien conocida [8] y se puede <leniostra.r e(>n técumicas de teoría
de acijunciómí. Comí las herramientas desarrolladas cuí las secciomíes auiteriores tamumbién se
l)tme<’Ie aportar una prueba, cíe la siguiente manera:
Proposición 4.4 Si X es una variedad con defecto positivo y le = vi — 2 entonces A’ es
una variedad reglada sobre una curva.
Demostracton.
Si A: > 2 enítomíces, por la clasificación de librados señalada. cuí el capítulo 2, el librado
A1L/x, donde L es el lugar de contacto general, es suma directa de imaces invertibles, con
lo que A’ es una variedad reglada sobre urna <:uírva por la caracterización de las variedades
regladas de (3.i).
Si le = 1 temíennos una varie<lad <le dimensión tres que conítienme una famnilia. (le dirnemismon
tres de rectas.
En efe<:to, si L es imnía recta de contacto gemíeral el librado nuorumíal es
KL/x QL QL QL(1).
De este mno<lo la coliomnología es
h01(IVL/x) = 3
¡¡u (KL/x) = 0.
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Por tanto el punto correspondiente a L en el esquema de Hilbert de redas contenidas en X
es liso y, por los cálculos de cohomología de arriba, X contiene una familia dc dimensión
3 de rectas, parametrizadas por la única componente 7< dcl esquema de Hilbert señalado
que contiene el punto correspondiente a L. e-
En estas condiciones X veriñca una de las siguientes dos posibilidades [43j:
ei) contiene una familia de dimensión dos de planos de modo que la recta
paraxnetrizada por el punto general de 7< está contenida en un plano de dicha familia e-
u> es una cuádrica de it e
Como las hipersuperficies tienen defecto O, X está en las condiciones de i).
Sea T una recta general en 71 y un plano S en dicha familia de modo que T c 5.
Tomamos la sucesión
O —* Kris .f’Ír,x .A4pcIr O
e.y se tiene que .Afs,x es trivial. Por tanto X es una variedad reglada sobre una curva e-
Hemos demostrado por tanto: *
Lema 4.5 Si X c es una variedad de defecto positivo tal que dim(X) = dim(X) —1
y n = N/2 entonces X es una variedad reglada sobre una curva.
Comentemos brevemente acerca de la clasificación de variedades regladas de codimensión
pequeña.
Observación 4.6 Por el teorema de Bank /18] sabemos que para una variedad reglada
de dimensión u la dimensión del espacio ambiente N deber ser N> 2n — 1. En caso
contrario Pic(X) ~ Z que nos da una contradicción.
Si se tiene la :¿rnaldad N = 2» — 1 se puede probar (ver ¡26]) que La curva base debe ser
racional y, por el teorema del punto doble, que finalmente es la inmersión de Segre del
producto P’ x en el correspondiente proyectivo ambiente rn—1.
También se ha abordado el caso siguiente, X de dimensión u en y se ha demostrado:
Si C es racional y la inmersión dc X no degenerada, entonces X es una sección
hiperpiana de la inmersión de Segre de?’ x ‘-~
Sí C es elíptica Ionescu ha construido ejemplos en todas dimensiones (22/
No se conocen ejemplos donde el género de C sea mayor que uno y se ha conjeturado que
dicho género está acotado por uno /23/ Se ha podido demostrar en el caso en el que la
dimensión de X es dos [29], tres /51/ y cuatro ¡.23/ y permanece abierta en el resto de las
dimensiones-
Podemos entonces, una vez coixientado el caso ti = N/2, abordar el paso siguiente en el
N41 altque u 2 que por corema de paridad es n.> 1 + ~. El teorema de Barth permite
concluir que el grupo de Picard de X está generado por Ox(1), con lo cual podemos
aplicar (2.13.iii> para obtener que el haz invertible canónico de X es
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lo que imnj)Iica que A’ es mmn núnmíero par.
Además del resultado sobre cl ha.z invertible canmónmico tammmbiémm se puedeuí aplicar los re—
suiltados sobre la o:ohoíuíología del fibrado norumial dc (2.19).
Conuio la BSS (leí librado mío pumede temíer todas suis columnumías emí E§~ formuadas por
<:eros,se pumeole demuiostra.r la segumída cota [8]:




Lo quíe ai>licado a mmuestro caso da
Segunda cota en S~: vi > 2(N — 1)9.
Y viudo a. la líij>ótesis vi < 2N/3 establece que:
2(N — 1)/3 =vi =2N/3
Por tanto fijada. N existe unía umumea vi qume verifica las desigualdades de arriba. Recordamído
qume A’ es uínm ninnero par p<>dem’uíos distinguir tres grupos dc variedades:
Primer grupo: A’ = 6r — 2, vi = 4r — 2, le = 2r — 2.
Segundo grupo: N = 6v + 2, vi = 4r ±1, le = 2r — 1.
Tercer grupo: A’ = Gv, vi = 4r, le = 2r —2.
con r uní enitero sumfmc:iemmtemeníte grande para que el defecto <le la variedad, le, sea un entero
I)ositivo.
Y conmio describíamnmos a.l final del cal)ítulo segundo tenemos lija<los el defecto le y la di—
mnemísmomí vi,y por tanto el rango del librado Demumostraumuos resultados de clasificación
cmi cada ummo ole los grupos:
Teorema 4.7 Si A’ es una ‘variedad proyectiva lisa, A’ G WA, no degenerada, de di-
men.s’¿on ‘n y defecto le, con la terna (N. vi. le) en el primer grupo, (A’ = Gv — 2, vi =




_________________ _______ = —r ±1 < 0 si r > 1,2 2 2
estanmos ento>ímces emm condich>uíes de aplicar (2.19) y afirmuar
H¼ÑZ¡x(a))=0 si 0< i < le a> = —r ±2
HI(g7/x(a))=0 sio<i<k
De esta formmía. la su<:esiómí espectral de Beilimusoní tiemne el primer térnuinmo EQ” con umna
úuííca columumímía mío nuula correspondiente a. p = —y + 1.
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En consecueuicia Ef’0 = , es<lecin, la. sucesiómí espectral estaciomia euí el prinier paso
con lo <jume
A/7
1~ = Hrí(ÑZ/x(l — r)) %>Qr—u(r 1)
y por tanto
Rango (KZ/x) = 2v =(2<) (4.o.)
Lo <jume mni.uestra. que r < 3.
Y la ecuación diofáuítica <jume se señalaba en el fimíal del capítuilo 2 es la numerada comimo
(4.a).
Teorema 4.8 En las mismas condiciones del teorema antenor. pero con la terna (N, vi, le)
en el segundo grupo (A’ = 6v + 2, ‘vi = 4r * 1. le = 2r — 1). se tiene que r < 2.
Demos tra.cíón.
En las comídiciomíes <leí teoremima se verifica.
it — 3/u — 2
2






comí lo que estanmos en couidiciones cíe al)lica.r (2.19). Así
si O < í. < le
si O < i < le
a > n—3k — —v + 2
— 2
<~ < A -ji = —y — 1
Por tanto la sucesión espectral de Beilinson temídria E§
0 comí únmca.níent.e dos colunmiumas
comí eleníemítos mío míuulos com’respondmemit.es a. lo>s luigares p = — r y p = — y + 1.
Por el lemuía (2.20) se tieuie la. icumaldad:
rle(Ñ¿¡x) = (2v 47 1) IP(—r) — P(—r + 1)¡
= 2’r + 2, se tiemie la desigumaldad 2v + 2 =
o
Teorema 4.9 Si la terna (A’, ti. le) es (Gr. 4v, 2r — 2) con y un entero magor o ‘igual que
2, entonces y < 4.
Demostración.
Como en los grupos anteriores se tiene la desigualdad
vi — 3k — 2
_________ = —-r + 2 =O si r > 2
2










necesarmamimemmtc~ r < 2.






mmíología. de .Njx(a) recogidos cmi (2.19):
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HjAI¿/x(a))=O si0<i<k a>2=9=—r+3
H~(A¼x(o))= o si O < i < le a < k—n = _
Entomices la BSS <leí fibrado ./VI/X tiene en su primuier téruumiumo sólo tres colummias comí
elen’iemito>s mio nulos corresl)oímdlentes a los valores p = —y. —r + 1, —r 4- 2.
De la. dualidad de Serre y el isomnorfisnio entre los fibrados AIL/x y AQX (1) se puede
comucluuir la igualdad P(—v) = P(—v + 2).
Aplicamido finalmente el leuuía (2.20)
2r ±2= (—1)72 (2v 2) P(—v) — ¿~2) P(—r + 1))
De este umiodo si encontramos un divisor comnún galos coeficientes (2v; 2) y (2r—2)
qume mío divida a. 2v + 2 estarenios amute una comítradicciómí.
Podemnios utilizar umn teoremíma (le distribución de núnríeros primnos debido a Nagura [39]
por el que para todo ‘in > 25 existe un l)rimno q de muodo que ‘rn < q < (l.2)m. Es
una, simple eoummprobaeiómm ver que para r > 7 o r = 5 siempre existe mmv primmmo q tal que
r ±2=q < 2v — 2.
Este q míos <la la comutradicción.
En efecto, 2v + 2 = 2(r + 1). por tamíto q no divide a 2r + 2. Sin eníbargo
(2v; 2) = (v—tI)v(r+l)...(2v---2) (2r—2) v(r+l)...(2r—2
)
r(v — 1)(r — 2)1 = (v—1)(v—2)...l
y por tanto q los divide.
En el caso y = 6 se puede ver jue 3 hace el papel de q y por tanto y < 4.
Se trataría ahora de abordar en cada grupo los casos restammtes, damí<lo uumí resuuitado que
los elasiflque.
Vamnios a miecesitar las síguuieuites <lefiniciones:
Definiciones 4.10 Una variedad proyectiva lisa X diremos que es una variedad de Fano
si Kx --iL con i un número natural y L un prado de línea amplio. Llamamos indice
de ‘una variedad de Fono al mayor entero tal que —iL con L amplio.
Diremos que es una variedad <le Del Pezzo si Kx = Vx(—(n — l)L)
donde vi es como siempre la dimensión de la variedad.
Diremos que es una variedad de Mukai si Kx = OX(—(vi — 2)L).
Casos restantes del primer grupo.
En este grumpo líenmuos demostrado que y < 3 como el caso y = 1 da defecto mmulo debemos
estiudiar los casos 2 y 3.
• y = 2. Con lo cual (A’, vi, le) = (10.6,2) y Xx = Ox(—5).
Tenemos que h<m(X, Ox(1)) = 11 + a con a un entero positivo ya que 1V es no degenerada.
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Así podemmíos calcular el grado <le la. variedad comí el polinionuio ole Hilbert P del haz
imívertible 0x, para oi)temier que deg 1V = 6 + a..
Basta observar:
h~(1V. 0x (1)) = /n’(X, Xx ® 0x (6)) = O para todo> í > O por el teoremnía <le a.nula.ciómm
de Kodaira, comm lo que P(l) = 11 + a.
/071V, Ox) = 1 y /0(1V, Ox) = fin—u (1V, O~(—5)) = O para todo i > O por el teoremuma
cíe amiulación <le Koo.la.ira y por la dualidad cíe Serre. Por tauíto obtemmeunos <lume E(O) = 1.
/0(1V, 0x (t)) = fi” ‘ ‘(1V, Ox(t —5)) que es mítulo si t =5 y para to(l(> i. De este modo
P(t) =0 con t = —1, —2, —3—-Ay —i.
Comí estos ciatos poolenm<>s determuuinar eommmpleta.mmmente el juoliumomnio cíe Hill>ert (le 1V. El
grado ole la variedad X es 6! veces el coeficiente primicipal (i(~ (lidio polimíommíio E.
De esta formmía j>oclríannios conchuir qume la varie<la(’l 1V c jpiO) es la proyeccióm’u isomnorfa. de
ummma va.rmecIa~l <‘le Del Pezzo de grado 6 + o.. que mío pucole existir segúuí la clasificacioSmí (le
Fujita [14]. [15] <le estas variedades. e-
• r = 3. Con lo cual (A’. ‘vi. le) = (16,10,4) y Xx = Ox(—8).
Como /01(Ox (1)) = 17 + a. a umm emutero’> í.ositivo, podemos calcula.r el gradc> <le A’ commío
cmi el apartado amiterio>r, obtemuiemí<lo dey A’ = 14 + 2a.
Así ten<lriammios qume 1V c jpib es la. proveccióuí msonmíorfa. ole u.mmía variedad <le Muuka.i comí
Píe 1V Z y g =8+ a.
Dicha. variedao’l mio pumecle existir por las clasiflca.cmouíes cíe Muuka.i [35] y [36]. —‘
e-
Casos restantes del segundo grupo, e-
Emm este segummmclo grumpo temíeni<s (los posibles valores para. el paramuietro y, y = 1,2, cjuc e-
ciebemnios aumalizar. e-
9*Observación 4.11 Corno n > ~(N — 1) podemos asegurar que 1V es linealnu.ente normal —
{52j.
• r = 1. Con lo cual (A’, n, le) = (8,5,1), Kx = O,j—4) y deg(1V) = 5.
Entomices, rej>itienido las cumentas para el cómuiput.o del gra.d< c<>uuio cuí secei(>uies amiteriores,
tenenmos uuia varie<la<l de Del Pezzo cíe gra.do 5.
Segu’mmm la. clasificaciómí <le Fh.ujita debe ser míecesa.rua.uuíeuít.e una secciómí hiperpíanma de la
inímiersiómí <le Pliicker (le la gra.ssmíía.nmíia.mía <le recta.s <le immm espacio proyectivo <le dumíemismomí
cuatro, 0(1.4) c—* ~ e-
• r = 2. Con lo cual (A’, mi., le) = (14.9.3), Xx = Ox(7) y deg(1V) = 12.
Tenemos entonmees umuma va.ruecla<l de Mukai eo>mí Pie 1V 2 y g = 7 qume es mmecesaria.uimeuite
[35],[36]numa secciómm hiperpiauía cíe la iumníersiónm de la. va.riecla.d 54 euí rut
En consecuemicia., este segiun<lo gruj>o aporta ojos variedades cíe defecto positivo qume son
secciones hiperpla.uma.s de va.rie<lades dc defecto mnáximmmo clasificadas por Fui. Esto era <le
esperar <la<la la siguuiemute observación, consecuiemicia <hireeta <leí hecho que el (lefecto crí la
seccion liih)erl)lamma cae lumia ummiiclad.
Observación 4.12 Las secciones hiperpíanas lisas Y c WNt de una variedad 1V G
i/o defecto nos,t’,’,,o ‘u tul u’n e ,h.ni. ( Y 1 = d’i”m. ( Y * ‘~ — ‘nc’r’; fuita dimo (Y 1 = di’m (Y 1 — (‘o -u— ‘11
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Casos restantes del tercer grupo. Emí este grupo heuumos demnuostrado <Ine r < 4.
• e = 2. Comm lo cumal teneumuos (A’, vi. le) = (12,8,2) y Xx = Ox(—6).
Ademniás. por la observacióuí (4.11) X es limiea.lníentc noruuial. Por tammto temmemmmos una
variedad <le Muukai de grado 10 y gémuero 6, qume no puede existir, por la clasificaciómí de
dichas varie<la<les.
• y = 3. Comí lo cual tenemos (A’, vi, le) = (18,12,4) y Xx = Ox+9) que vamnuos a
olenmost rar <íuue mío j)umede existir.
Couíuo ~ (—1) sus í><>linonmmios de Chermí somí igumales:
c(I\I¿~x) = c(ÑL~x(—1))
<le lo que se comielu’ye que
cu = —4/¿ e2 = ch
2 e~ = (14 — 3c)h3
comí fi la. clase cíe la sección imiperpiana de L y e umí entero cualquiera..
Por otro lado <le (2.19) se tiene que el polinomio de Hilbert se anula emm 0, P(0) = O, y
por tauíto íor el teorema <le Riemníann-R.oclí
e
4 = (91 — 14<: + (1/2)c
2)fi4
lo quuc impomie quío e sea un míñiuíero par.
La eomi<hiciómí cíne establece (2.20)
GP(—2) — SP(—3) = 8
se veritíca auit.oniá.ticaníemite conm dichos valores de las ciases <le Chermí
Por (2.26) se tiemie que fil> (Ñr/x) =12 con lo cual, por la anuuiación ole cohomología que
deterímijuma (2.19)
E(1) = fi”(NY/x(1)) = h0(JVI¡x) =12.
Y ca.leímla.ui<ho E( 1) por el te<)reuuia de Riemmíanmm—Roch se c~btiene que e < 8.
Por otr<> lado e ~lebe ser mumay<r o igual que 6 [11, cor. 2.12] y la igualdad se tiene cuiando
ÁÚÍx escinde como suma ole haces invertibles. que no es el caso porque X n<> es reglada.
Por tauito e = 8.
‘Tomanuios la mestriceióím de a umm plano proyectivo general T de L y por el teoremna
de estructura. (2.30) y la clasificaciómm de los fibrados de rango 8 sobre IP2 del capítulo 2 se
tiemie
e Qú2(í) e O~(—1)
ya que el í>olimiomio de Hilbert de la restricciómm ~i/xiT vale:
P(O) = 2 P(—1) = —2 P(—2) = 2.
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Tornarnos ahora las sumeesiouíes
0 AQxj~u’(a — 1) —~ jV~,$~ ~.í(a’)—+ ~1Z¡x br(a) “ O e-
domide Al es un espacio hiuical <le dimmuemmsióíí 3 gemieral. tal que T c Al c L.
e-
Entomices se tiemme:
hÉ>(Iv¿,,x ii(a)) = O para todo a < —1 por<jume IV¿¡~ !~¡ = <lomide Y es umnma seccmomm
Imiperpíanma gemicral cíe 1V y por tamuto umna. variedad ole defecto positivo. Por <lualidad ole
Serve: e-
(a)) = O para tocl<> a > —3. e-
Por otro lado: e-
~ (Ñhx Al(a)) = O para todo a =—2 por la. aimumlaciémi de h~ (JVt/x ~(a)) = O para
todo a < —2. e-’
Por dualidad de Serve:
h)(J\I¿¡xlxí(a)) = (1 para todo o. > —1. e--
9,
Y fimialmemíte co)mo el pohinomiuio <le Hilbert cje la. restrieciómí a Al verifica qume E(O) = 1,
e
se tienemm <los posil>ili<la<les
b.0(AI/x ~ ~, fim (I\í$xúíi’í) O —
9.
fi0(A/7¡x]uuí) = 2, hu(Jv~7/XIAÍ) = 1. e-
9.4
9*
Por tammto, o biemm, el priumíer térmmmiuí< de la BSS (leí fibrado I<~~¡.y K sólo tiene cmi su prumumer e-
térumimio elemmmemmtos mío minios cuí la <liagonial, c<>mí lo cumal Ef0 — El” y sc tiene: e-
e-
AÍL¡xIM = 9y3(l) O S’2~
3(2). 9*
O bien Ef’
0 tiemue el aspecto sigiuieuíte e-
*1
0 —4 0 —* O —
O~~(—i) —* Q~
3(2) —> O — O
O —> 0 —~ %(l) —+
0 -4 0 -4 0 -4 0fit
2 e.,
0’
Ahora las sumeesionmes: e-
e-
0—> I\/L/x(a — 1) —~ .AfJ/x(a) —> .AQx ¡vr(a) —->0 e-9,




JVjx ~ QÁ1) E) §4(3).
Podemos Imacer ahora umuma explosióuí (le 1V a lo la.rg<> <le L. Siguuiendo las nmotaciommes <le
Em [8. lenínma 4.2] clemiotamnos p : X <licíma explo>sión y 0x, (a, 6) el lía.z inuvertible e-.
p*O(a) 0 Ox~(—bE) (lomudle E es el divisor excepeiomual. 9.
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T<>mmíammios la suicesión exacta
O ; 041,2) —> OXLt 1) ‘~ 0(1,1) > O
Comnio vi — 3<2 = O < 1 emítonces [8, lennmna 4.2] se tiemme la anulación de H’(Ox,(1, 2)).
Por tamuto la sucesiómí larga de colionioh>gía de la suicesmomm de arriba mmos <la. la. olesigumaldad:
h0(Ox ji 1)) =h0(OE(1, 1)) = h0(.N7/x(1))
Y aquí temienmos la contradicciómí porque h0(0x
1 (1, 1)) es la dimnemísión de los hiperpíanos
djume couítienmen a L. por tanto 14. y simm cumbargo h
0 (~1Z
1x (1)) = 1.5.
• y = 4. Comí lo cual tenem<s (A’, vi, le) = (24,16, 6).
La mauíera dc razonmar cmi este caso es esencia.lmnente igual al anterior, por tamíto no emm-
trarennos emí muchos detalles dc esta ~lemnostraciémi.
De nuevo el isomorfismo AI~ AIt<x(—1) y los resultados acerca de la cohonmología
j>ernmitemm calcuula.r las clases ole Címermí (leí fibrad< comuormímal en fumícióuí de umní parámnetro y
obtener, comí la misma nota.ciómm de amítes.
1
e1 = —Sh e2 = ch
2 C~ = (30 — 4c)lO c




6 = 802 ~2370~17213(—e —c —e
2 3 2 6
También sabernos <jue c =( ) = 10 [11, coy 2.12] y la igumaldad implica, que AQ~ escinde
corno sunna <le fil>raclos de límmea. Corno iV¿tx (1) está generado por secciones globales e
<lebe ser 12.
fonmamnos la. restríeciómm a. un plamio gemieral.
Comí los muismnmos argumníeuitos que en el caso y = 3 poclemnios concluir que
A%~ ir2 Ot O %(1)±O11~=(—1).




Es fácil ver que no hay ningún fibrado vectorial sobre IP6 con las propiedades requeridas
y cuya restriccióuí a es la. seniada<la emí
Podemos resumir nuestros resultados en el siguiente teorema
Teorema 4.13 Sea A’ c una variedad proyectiva compleja lisa y no degenerada de
dimensión n e inmersa en FA’. Asumirnos que n =ÑA’, que el defecto es positivo le y que
di’m(X) = dim(X*) — 1, entonces X debe pertenecer a uno de los siguientes grupos de
variedades:
Ó) Variedades regladas sobre curvas de dimensión vi en
(u) Secciones bíperpíanas de la inmersión de Pliicker 0(1,4) c r ó de la variedad
espínorial Si G
1pi5
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La demnostraeiómm de este teoreimia. niumestra. cmi qumé semíticlo> el estuidio <leí fibra<lo NL/Y
produce resultados (le clasiticaciómí. Se trata de immupomier ctomidiciomíes a las va.rie~lades con
<mal degenerada para que el camudidato a librado PILÁN <> mío exista (y por tanto no existe
la. variedíad), o haya uumma camitidací fiumita. de posil>ilidadles, <lcsamroll unido en estos casos
razomia.mmmmemmtos ccl iíoc para <letermninar la varie<la.d O excluir su posublo existenucia..
Así la.s c<>nchicio>mies de anumlsíción de colíomnmología.. traducidas commu un mmto mnemmte en comm<li—
cm<>mies miumunerucas pon (2.20) mio> pernmnitení la existeumcia <le la mmíay<>m mi do lo>s ejeniplos.
En los casos restauites del primmíer grupo (A’, vi. le) = (10,6. 2) 5y (A’ n A:) = (16,10,4)
existemí camm<hidatos ulumicos a ~Z/x~ respectivanienite Qmj2 (1)12 y 9$ (2). Dichos canídidatos
pumedemí aparecer ya. <íuue si touumaumios la imumímersiómí <le phiicker <le la gra.ssmmua.nia.íia. 0(1,4) G
y damos una. inníersiómí de dicho lF~ en umn espacio) límueal <le ~liínemisióuí10, esta mmmiersíoui
degenerada ole 0(1.4) c<uumtiene plauuos E cuyo IV7
1~ es 9~2 (1 jet De igual mmiamiera, para
el segumido cauídidato í>odeunos touumar umuma umímímersiómí degenerada, de la varie<lad espimiorial
emm
Emm los casos restantes del segumnmolo grumpo muos emiconítrannos comm la.s restricciones a vii
hiperpíamio gemíeral de los librados señalados a.rriha.
Fiuíahnmuente mío hay posibilidad (le existencia. (le mmmx fibraoio candidato a N/\~ en los casos
restanítes del tercer grupo, e-
Esto uumuestra <píe em’m los grupos siguuieuítes se p<~Irtí. aplicar esta mnismna. estrategia., al níenmos




4.3 Clasificación para un valor general de p
Damos ahora resultados para.cada conjunt.o Sr,. Reproduciendo el tipo de argumentos que
se han hecho cuí la. secciómm anterior, debemnos ser capaces de olemuiostrar <lume las í>o>sibihi<la.<les
í.a.ra. la pareja (A’. vi) emm uuio de estos grupos Si,., son finitas. sícumpre que estenmios tratamudo
con variedades mío regladas.
e-”
Commuo 1V umo es una varicoia.<l regla<la, el fibrado miormmial mio puiede ser escimídiolo con lo> quíe
rk(J”.IL¡x) > le, y por ta.nít.< a¡>heado a numestro caso> se obtiem’me:
‘vi 0> 2(A’
Por otro> lado, inípouíemnos nuevamnente que vi < 2N/3 comí lo cual tenemímos
-4
2A’/3 > vi > 2(N — p)/3
es decir, si represemítamnos en un plauio coor<lenmado las l>ar~ias (A’. vi), los p<sibles valores
de (A’, vi) para. variedades emí S~, que no son reglada.s y con ‘vi < 2N/3 están en la región
B comnpremidicla emítre la.s rectas paralela.s ‘u = 2A’/3 y 2(A’ — p)/3.
Para poder aplicar la iuiformuacióuí <le la colionniología <le (2.19) necesitaimuos cmi primímer
huígtur que el tui)ra.dlo himical canmonmico sea niáltiplo> de la secciómí hmiperpíauia, lo <jume podeunmos
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garamutizar. p~ el te<>remima <le Ba.rth, si vi > i± N/2. La recta vi = i + A’/2 olivide a. la
regiómí B cmi dos sumbregiomues y la hipótesis <leí teoreuuia cíe Ba.rtlí se cummmmple para. todos los
puínto>s <le la regiómí cmm <lume A’ =4p + 6.
Emí segumn<lo lugar miecesitarnos para (2.19) que se de la desigualdad
vi — 3/u — 2
<o,
2 __
lo <jume se traoiuce cuí ‘a =3(1V — p — 1/3)/4. Esto se verifica siempre queN > 9p ±3.
De esta mmmanera su A’ 0> 9p + 3 estamos cuí condiciones <le aplicar (2.19) y se ticume la
anumiación cíe cohomnología:
fi (.Ñ7¡x(a)) = O si a =a1 = (vi — 3k)/2
/É(AIZ/x(a)) = O si a =a2 = (le — vi)/2
Por tamit(> cmi estas <:ouicliciomies el térnuino Ef
0 de la BSS sólo Ptu(ude temíer clenmíemítos no
umulos cmi sus 2p colimnnuias cemitrales ya oírme au — <12 = 3n — 2A’ + 2(p ±1) =2(p + 1).
Pero le — 2p = A’ — 1 — vi — 3p 0> lA’ — 1 — 3p es positivo si A’ 0> 9p + 2 y por tanto hay
amiulaciómí <le todos los elemuíemmt<>s dc algumnas de las eolummmmmas (leí térmimio> Ef0 de la. BSS.
Ahora podemnos aí>liear el lema (2.20) para obtemmer igu.malclades del tipo:
lepar x~.cZ
vi — le = Zf~ (kti)x’u leimparx~ E Z
Por tamíto j)ara temuer umna contradicciómí como en la sección anterior debemmuos encontrar vii
ti’umuiníero primn(’> entre 4j + p + 1 y le en el caso le par y eumtre 2 + p±1 y le en el caso le
immípar qume no divi<la. a. (vi — k)/2.
Conmo < ~ + p + 1 (respectivamente Éfk < t~1±p±1) sólo muecesitanuos, para
po<ler aplicar el resuultado <le distribuciómm (le primos (le Nagura, qrme 1.2(le/2 + p + 1) < le
(respectivamente l.2((le + 1)/2 + p + 1) < le). Y esto significa le > 3p ±3 (le > 3p + 6),
lo que ocurre sm u < A’ — 4p — 4 (vi < A’ — 4p — 7). Es decir. evamído A’ > 12p + 12
(A’ > l2p + 21).
Lo ciume cjuecla. emutomices cheumuostrado se resuimne en el siguuieumte teorenmía:
Teorema 4.14 Sea p un entero positivo fijado y el conjunto S~ definido anteviomente.
Entonces el conjunto de pares (A’, vi) covespondientes a variedades con dual degenerada
~ c r~ de dimensión u. en el conjunto S~ que no son varied ades regladas es finito.
Para. ilu.mstra.r este teoremna. cíe finitumd
1)<>demos aplicar estas técnicas al caso p = 2. Em
este cas(.>, a(iemnas es posible aplicar alguimm<>s razonamiemitos particulares que i)<~rnniten dar
resultados <le mmo existencia mnás allá. de umí numero uso de las condicionmes que impomie el lemna
(2.20). Quíe<larán cuí este grupo, a. diferemícia de cuando p = 0,1. algunas varie<lades para
la.s dlume mío l.><>(lremuios pnol¡mr su umo existemicia.
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Una de las diferencias más miotables comí los cascis y = 0,1 es la. auusencia de uuía. clasifica.<:iomí
de variedades 1V tales <jue Xx = OxQÁ’n — 3)).
4.4 Variedades con defecto dos unidades menor que
el máximo
Comnemmzamnos reproclueiemi<lo los cálcumlos cíe la priumiera cota..
e-
Primera Cota: le < u — 2.
r
Que aplicada a umuestro caso> cmi el dlume le = A’ — vi — 3 da.: e-
Primera Cota para 82: vi> Ni’ e-
e-
Si se <la la igumalcla<l ‘o. = A’ — 1/2 emítomíces le = u — 2 y tetmíemmmos por la proposicióuí (4.4) e-
íuuia~ v¿..rmeda.d reglada sol>re umuma. cumrva. *
El caso vi = A’/2 co>uitradice el teonemuma. de paridad, por lo que la sigumiemíte posibilidaol es e-’
‘vi = A’ + 1/2, es decir le = u. —4. e-
9.
Y de igumal muiamiera. <lime cmi la seeciómí amiterior. t.a.mmibi~ui la. sigumieuíte prop<>siciómi es couiocida e-
[32]. aunque mío>sotros vamumos a. aportar u.umía. prueba qume se basa. cuí la. cara.<:teriza.eiómi de e-
Segre y Rogora (le varíe<la.cles comm mmmu.iclmos espa.cic>s liumeales. e-
e-
Proposición 4.15 Sea 1V o una variedad de defecto positivo le = n — 4, entonces 1V
es una de las siguientes variedades: e-
i) ‘tina variedad reglada sobre una superficie, —
u) la zn.mcrs>.ón de Pílicleer de la grassmanniano. 0(1.4) en 1Ff>. e-
iii) una seccion fliperpíana de u). e-
9,
Demost ración. e-
Toníamos le — 1 secciomies imiperpiamias generales de 1V y la. varieda<l Y qume co>nistruuimuios e-
tiene defecto 1 y diníemisiómí 5.
Si le = 1. vi = 5 exutomices temuenmos la variedad Y <íume comitiene umnia famnihia irredumeible ole
dimensión 6 <le rectas. ya <píe. tomumando umí jgí de <.‘.omutac.t.o genmeral se tieiue




2E33 (1<2) () e-
Por lo <lume el esqíuemmía de Hilbert <‘le rectas cmi Y tiene umía. commij)omieuite irreducible 71 círie
comítiene el punt<> correspomi<lieníte al
1pm elegi<lo comumo puuuito liso. Por tauíto se tienmen las
siguientes posibilidades [431: e-
i) Y contiene una faunmilia de dimímensión 2 <he espacios proyectivos de dimmícmísiómí 3.
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iii) Y es la sección hiiper~)la.na de la mmímnersmomm de Plticker dc la grassmanumiana 0(1,4)
en
iv) 1V tiene codinnenísión níenor o igumal que 2.
P<udemnos exo:luir la j)05i1’)ili<ld.d iv) porque la.s variedades <le codimumemisiómí 2 [8, t.limn. 3.4]
t.iemíemu <lefecto O.
Qumedaní entomices por estudiar la.s posibilidades i), u) y iii).
Si se da i) tomnamnos la sigumiente sucesión exacta para L un lugar de comítacto general de
X comutenid> cmi unu 11 = F<> de la. familia que cletermuina i):
O Alpxz -4 IVirjx —~ IV”M¡xkL -~ O
por tanto, el librado ÑAÍ/xir. es un librado trivial ele rango 2.
De este unodo la segunda clase ole Clíern del librado fi0iv/x~L verifica [11, cor. 2.121:
c2(NM/x) 0> 0.
Ahora bien, dados <los espacios lineales (le diuímemísión 3 en 1V. digamnos A’íí y 112 generales,
la imiterseeción <le clieho” espacios debe ser vacía.
En efécto. como la dim’m’ienmsióni cíe X es 5, si dicima climemisiómm es no vacía debe ser
2> dim.(Mí fl 112) =1.
Si din> (AJÁ O Ah) = 1 tendríanmios una recta T = Mu 0 112 de mímodo que para cada x E T
se verifica que Txr =< 11±,Mi2 >, en contradicción <on el teorenía de las tangemucias de
Zak.
Si d¿nm(1Iu o112) = 2 emmtonces la interseccíomu es ummm plano M’u 0112 = T~2 = 1F2 Toníanmuos
unu tercer espacio tri<limuíemmsiomíal de la familia., qume denomninanios Aí~. Necesariamumente
A O MS es vii plano T13. Se tienme <lime T~3 # Tu2, por<jue en caso comutrario todos los
espacios tridimnensiomíales de la familia pasarían por mumí plano, lo qume c.ommtradice el híecímo
(le <jume 1V es lisa.
Por tamíto .M\ 0 11% A Al3 es tumía recta T123 = W~.
Por otro laolo es claro <jue 113 no está contenido en < Mu, M5 >= IP
4. Emí caso comitrarmo
to<la la familia debería esta.r contenmida en dicímo W~tm. Por tanto, para cada punto x E Ti
23
se tiene que < Mu, Ah, 115 >Ci Txúc lo quíe da munevamnente una comítradicción.
Por tamito, j>o>deimi<>s encc>mmtrar <los espacios tri<limmíemísiomía.les de la fanuilia que umo sc cortan,
ole mumodo que por la fóruntula. <le autoimutersecemon:
c2(KAI/x) < o
De este umuodo el librado .Nkí¡x es tal qume suí segnmmda clase de Clíern es umula y la. restriecuomí
a umma rec:ta es trivial, se puede couícluir entomices [11, cor 2.13] que el flbra<lo normunal
es trivial. Por tanto por el teorema de Em, tenemííos mumía variedad reglada sobre tina
suij)erfície.
Si ocurre iii) entonces tenemmuos una familia. umuidimensional de cuádricas lisas. ‘Tounemmmos
la recta de comitacto general L y un pumuto x general emí L.
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e-
Tomamos la subvam-ie<la.d de X* fornuada í>or los hiperjÁanos de jpíV que couíí.iencíí cl e-
espacio tangente a. 1V en x. La <leuíota.u’um<us TZ< e-
To>mmmammuos la rcstricc:íóuí a l<s pu.mnt<>s lisos ole TZr de la aphicacióní cíe Gauss <le la variedad —
dual e-
— sing(X*) 0(1V — 2, A’)
Y llamnamumos U a. la imumagen isomímorfa emm 0(1. A’) cíe ~yx*(T~3. sing(X*)).
Es decir estamos coleccionami<lo los luigares ole comutacto cleterumuinados por luiperpiauios
tamugentes gemierales a 1V en e. Cada ummia~ cíe estas rectas cíe c:onta.cto determuminan uíuí puunt.c>
dc 7-1 y por tantc> la recta. <le comítacto general comuteumiemiolo a a: estará <:ont.emiicla cmi u.mmía
<:umádrica dc la. fa.mmiilia.
e-
Uní sencillo cál<:u.ulo cíe diníemisiones deteruuuimia <jume el pu.umitcu x esta comíten’íi<lo cmi unma camí— e-
tida.d finita ole <:umáolricas de la familia.
Y c:onío U es irreducible, la recta <le contacto gemueral para uumu hiperpia.muo tauígemíte a 1V
cuí ¿e estara. eonteni<ia en umuma uini<:a cumácírica. Q,. de la fa.mmíilia..
Comno < T(L, Q=<)>c < ‘T(L, A’) > cada imiperpianmo tamígemíte a 1V cuí ir: contienme a.l p5 <lume
expande Q . De esta muanmera Tx. =< Q.~ >= IP’>. Esto oeumrre para el j)lunto gemícral ole
L k> que da unu c.ontradiceiómm coím el teoremna. <‘le las ta.uugemicias <le Zak.
Concluimos el teorema. observando que las posibles extensiones lisas (le las variedades
regladas sobre sumperficies son miecesarmannemute variedades regla<las y la.s posil>les extemisío>mxes
hisa.s <le umnia seccióuí híj>erplamia <le la inniersiómí cíe Pliic:ker <le la. grassí’miammia.uia 0(1,4) eum
jp9 debemí ser la propia. 0(1,4), <jume es imiextemuclible de foruuía lisa.
Por tauít<> hemnuos clcníostra.o’io. vo>lviendo a la cla.sifica.cióum cuí 82:





i) Si ‘vi = (A’ — l)/2 entonces A’ es una variedad reglada sobre una curva, e-
u) Si vi = (A’ + i)/2 entonces 1V es una variedad reglada sobre una superficie, e-
Una vez estumdiaolos los casos recogidos enu el lema podeumios sumpomíer <lime vi =1 + ‘~ y por
tanto por el teorenía de Ba.rtií podenmícs c<nclulir cjume el librado camiónico es:
= OxUn — A. — 2/2) = OxU(N ±i)/2).
Por lo qume necesariamumemute A’ es uun umuimnero iu’uipar.
e-
Y miumevamnente aplicamumos la BSS y las condiciouies dc (2.19) partí la segumí<hm ceta.. —
Segunda cota cuí 82: vi > 2(1V — 2)/3. e-
De nuevo comí la hipótesis vi < 2A’/3 temíenuos
e-’
2(1V — 2)9 =y < 2A’/3.
Por tamíto euí este caso. fijada A’, existeuu a lo nímás <los posibles valores de vi <jume veríficamí
la.s igumal<lades. Ah>ra A’ es uumm emítero imnpar, por tamíto pocl’umuos <listimígmuir los siguuiemites
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grupos <le variedades y los valores que debemos conocer para poder actuar como en el
caso p = 1:
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
o
o
6v—3 6v—3 6v—1 6v—1 &r+l
4r—2 4r—3 4v—2 4r—1 4v
le 2r—4 2r-—3 2r—2 2r—3 2r—2
(u— 3le)/2 —r+5 —r+3 —v+2 —v±4
(le—’n)/2 —r—-i —v —y —r—-1 ---r-—1
O(—3r + 2) O(—Sv + 2) O(—Sv ±1) (9(—3v ±1) (iY(—3r)
Cota r<G r<3 v<4 v<3 r<4
Domíde de muievo las cotas semualadas so>n consecumencia. de la a.plica.ciómu de teorema de
Naguira <le <listribuueiómm de míúmeros primnuos a la igumaldad emutera que
(2.21)).
Los casos re~~ta.mítes souí:
Grupo 1
Kx Ox(—7)
Grupo 2 Grupo 4 Grupo 5




Xx = 0x +6)











Xx = 0x (—16)
Donole las ternas representan los valores dc (A’, vi, X).
Utilizando las clasific~uciones de las variedades dc Del Pezzo y de Mukai ol)tenemnos la no
existemícia dc has posibilidades:
Grupo 2 comí r = 2,3.
Grupo 3 con r = 2,3.
Grupo 4 con y = 2.
Y a.<iemás que necesarianiente el caso correspomudiemíte al Grímpo 5 eouu y = 2, es decir
(A’, vi, le) = (13,8,2) y Xx = Ox(’%)’ se trata de unía sección por dos Imiperpíanos de la
variedad espinorial 54 c
Emu los ea.sous restamutes dc los Grupos 4 y 5 observamnos que el ramigo> <leí librado norunal
al lugar cíe contacto gemueral es 8 ó 10 por lo que podemos tratar de aplicar nuestra
clasificaciómí <le dichos fibra<los <le la secciómí 2.
Si cl ramugo del fil>rado AQ/x es 8 emutonces, al restringir a un plano geuieral. tenernos las
posibilidades señaladas en el <:apítuho 2 para dicha restricemomí.
propc>mue el lemna
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Podemos entomices calcuuiar la.s clases de Clmern y <>btener (ver apéndice <le cálcumios cmi
Maple) tres posiblidades. Con la uuotación E ía.ra. AIZ,¡x restringido al plano escogido
teneumios:
( 1— 4t + St2
e(E) = j1~ 4t + lOt2
4t + 12$
Estuudienuos cl caso (17. 11,3) (Grupo 4. r = 3).
Conmo AQ~~ es vn fibra.<lo de ramígo 8 sc>bre IP3 y cuya restriccíómm a umn plano genera.l tiemie
polinomnio de Chermí emutre la.s
1>osibihida<les de arril>a.. entoncessui . , inuponieuuolo la c<>midic:iómi
.AILIx KL/x(—1) sobre las clases <le Chern. obteimenuo.~s:
t ±Sta — lot
3
c(E) = lOt2 — Nt3{ iEz~
+ 12$ — 22t3
Como vi — 3le/2 = 1 emitomuces se ticume, aplicamido (2.19),
fi> (J\Qx (1)) = O para i 0> 0.
Por tanto el valor <le h0(K¿/x(1)) comeide con el valor <leí polinonmio de Hilbcrt. del librado




b1>QNIíx) = 15, 10,5
respectivamente al tomumar c(E) conno 1—4t±8t2—10t3.1—4t+10t2—-16t3, 1 —4t±12t2 22t”.
Ahora tomnando la explosion <le 1V a lo largo <leí Lugar dc conta.<.to L se tieuie:
O ‘* OxjI.2) —+ OxL(l. 1) —‘> 061.1) —> O
Y í.or la anuuíación dcl teorema (‘le Em [8] sc tiemue cjuue
fi0(O~(i 1)) = h0(Ñrrv) < J>O(Q~ (1, 1))
Ahora. bieuí otomno 1V es hneainíentc normal por (4.11), 11 > 2(17 — l)/3. entonces
h0(Ox~ (1, 1)) = 14. Por otro lado, por (2.26), fi~>(fi/L/x) =11 <jume es por tamíte, a.temídi-
emudo a las posibilidades <lúscrita.s arriba. 15. Obtemíemmmos umuma couitra<hio:ciónm.
e-
Este mímisnio t.ii)o de arguimnentos permnit.emm ver la. umo existencia del caso (1§, 12, 4). Para.
esta variedad se tiemie la igumaldad vi = 2(1V — 1)/3 y si mio fumera limícalmumente miormnal sería.
umía proyección de una. variedad de Semieri ~523. De la lista de dichas variedadesde se
concluye que no puede existir.
Tommíamnos una, sección hiperpíamía. geuiera.l y temíenmuos ummma. variedad cíe <lefecto positivo
<le tipo (18, 11,3) y tanmubién linealuuíente mn>rma.l (<lada la amiulaciómí de fi’ (Ox)). Emm—
tomíces, para este ca.so (18,11,3). el único caiuíbio comí respeet..o al ejemplo anterior es que
fitjOx( (1, 1)) = 15, <jue tm’u.mnbiéui n<>s <la una couutradiccioum.
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El caso (23. 15, 5) tamíubiému lo podemnos exelumir.
En efecto, el fibraclo AQ/’K tiene rango 10. Emítonces el polinomio cíe Chern <le la restricc.íomu
a. uumm planmo gemiera.l de dicho librado, (jue diemu<)tamuios E, es:
t + 12$
t + 14${ 1 z ~ + ~e(E) = ~
Aplicamímos la.s comidiciomíes dcl msomnorfismuo IVY¡x K~p~ (1) cuí la restricciómu a lun
gemíera.l para (leteruminar e3 y los teoremas de aumulaciómí de (2.19) y de umuevo el isomumorfismo
í>ara determímimuar e4 y e5 entonmees (ver apémídice de cuentas con Maple)
i ±12$ — 1Sf1 + 21? — St’5+ 14$ — 26t3 + 291’ — iTt5c(E) íc$ — 34t3 + 410 — 251>+ 18$ — 420 + 570 450Por tamíto ole muvevo por el teorema cíe Riemamumu—R.och se ticume que respectivaníemute
h0(J’IL/x) = 21,14,7,0
Lo ojíme da umía contradicción puesto que, por la sucesiémí de la explosiómu análoga a la de
arriba se tiene h~>(A1/x) < 18 (de nuevo 1V es hinealmente nornía) y por otro lado el lemna
(2.26) asegura cíue fi0(J\Ir/x) > 15. cmi couísecuíemícia 21.
El caso (25. 16. 6) se puede aborda.r tamubién a.sí. De miumevo X es liuícaimnente normumal pumes
cmi caso> comutrario sería umía proyecciómí de uumía variedad de Severi. por tanto de la variedad
Euu o IP’6 [52]. Basta tomar una secciómí hiperpiana genmeral y tenernos una varieola.d
(24,iS,5). Emiton<es lo uímuico qume varía comí respecto al caso anterior es quíe en la sucesmon
ole la explosión la desigualdad que se comucluye es h0(Kpx) < 20. que tanmbién ola vuma
contradiccióuí
Y esto couíciuye la clasificaciómí qume po(lenuos establecer. IResvumuimumos umuestros resultados
en el síauienitc teorenía.½
Teorema 4.17 Sea A’ o una variedad de defecto positivo y dimensión n que verzfica
que di’m(X) = dim(X*) — 2 y vi =2A’/3, entonces A’ es una de las siguientes variedades:
i) Una variedad reglada sobre una curca.
u) tina variedad reglada sobre una superficie.
iii.) Una sección por dos fliperpíanos de la variedad espinorial S
4 o
i’?< Una variedad de Fario de los tipos (15, 10,2) Xx = Ox(—7); (21,14,4) Kx =
Ox+1O); (27. 18,6) Xx = OxHl3); y (33, 22, 8) Xx = OxHlG).
Ternuinanmos el capítuulo expresando las dificultades que numestras técnicas encuentran para
dar umna clasificación commmpleta en S~. Las variedades que mío podemumos clasificar están cmi
cl primíxer grumpo. Aparecen tres tipos de razones:
9*
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e-
La priníera <lificultací comusiste en qume el míúmmíer< de columnmia.s con emitradas posibleuuíemite e-
no umulas cuí la BSS es gramm<le, cmi este caso 5, por 1<> qume la. aplicación del lemmia (2.20) níc> 9.
es en ai)soluto restrictiva. e-
La segunda. dificulta.o’l proviene del hecho <le que, en algunos casos, el rango del librado
miorumíal es gramíde. por e~emuupio 12 ó 14, lo <jume nos imnposibihita umsa.r los resuultados <leí e-
caí>ítul<> 2.
Y la tercera proviemie del hecho de <jume vercíaderamneníte pumeda existir umn candidato a
librado muorunal ÑL/x. por ejemnpio> en ci caso (15,10, 2). Emí este caso el librado t2~2 (2)~
verifica todas las propiedades para ser AIt¡x y además ticuxe un número adecuado de
secemomíes globales. Si este es el <:a.s<> mío sabeumios clescarta.r la existenícia. de dicíma variedad.
Parece que poolría. ocumrrmr que la. grassmmía.nuímamía 0(1,6) c se pume<la. proyectar hasta.
jpi5 de niamuera. que la proyccciómm es umía variedad smgular <lime comitiene vn piauio Cii 511
I)art(~ no siuígumiar comí dicímo librado> uiorumial. Los razomuamumientos para po<’ler exc:luir esta
posibilidad deberíam’m musar umsa.r <jume la va.rie<la<l está barrida por plauios ole este t.ip<> y
<¿omíclumir <le ahí su simígu.ula.rida.d.
Capítulo 5
Resultados de clasificación para
ciertas variedades de Fano
El trabajo <le Beltrammmetti, Faimia y Sonmmmnese [3]comutieuie unu resultado cemmtral en el estumdio
(le variedades comu dual <legenerada:
Teorema 5.1 Sea A’ c IPx una variedad lisa conexa y sea f : 1V —* Z el morfismo del
valor nef dc A’. Sea E una fibra general de f y ‘tu la dimensión de 2’. Son equivalente~s:
í) el defecto de E es estrictamente mayor que ni
u) A’ es una variedad de defecto positivo
iii) se tiene la igualdad def(X) = def(F) — uit > O
Esto uuivestra. citamiolo a los pr(>pios autores <leí teomeumía anterior. <jume las variedades de
Fano son los building biocles en la generaciómí de variedades con dual degenerada, es decir,
el nuorfisumio nefdescribe cada variedad con dual degenerada c:omno una libración en la cual
las fibras somí varieda<les de Famno con dual <legenerada.
Nos<>tros liemmu<s niostrado cuí secciones auíteriores cómmuo l)odemos determimiar. observando
si la va.ric<la<l puede o> mío ser imuma fibraciómí, o uiecesaria.meuite se trata de umnía
variedad <le Faumo. El Lemíma (3.10) señala que si el lugar dc contacto esta contemuido en un
espacio limícal de dimnemisiómí mmmayor, lo que necesariamnemute ocuirre si la variedad no es de
Lino. aparecen en el librado .Mr1x sumandos directos que son librados de línea triviales.
Euí el trabajo citado antes [3], en suu últinuo párrafo. se I)iantea.n ulmía serie de cuiestiouues
sobre variedades <le Famio con duial degenerada. fun<lamnentalmnemite euu téruninos cíe stu
posible existencia.
Emm este capítul<> <laremnos respuestas a algunas de esas preguntas, <letermninan<lo dinuemm-
smouues mumaxiumías para ciertos grumpos <le varicdaoles de Faumo.
5.1 Relación entre el índice de las variedades de Fano
y el rango del fibrado normal al lugar de contacto
Sea A’ umna vanmedad de detecto posutuvo, por el teoremna de paridad pootenuos escribir
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le = vi — 2n¿.
Si X es una variedad de [‘anuo mitomices
Kx = Ox(—r¿ — le — 2/2) = Ox+(n — un + 1)).
De esta níanera el ímíolice <le la variecla<l ole [‘anuoverifica
z(1V) =‘vi — ni + 1.
Así cuuan<lo ~‘¿ = 1, es decir A: = ‘o. — 2. ya hemos visto cjue míecesariammuemíte 1V debe ser umía.
varie(la(l rcgla<la. sobre umuma curva, por lo qume umo hay variedades de Famio cmi ese grumpo.
Cuando mvi = 2, es decir A: = vi — 4, ya. hemum<>s observaclc> la clasificaciómí de estas varie<laoles.
<jume somm varie<lades reglada.s sobre suiperlicies o variedades <le Del Pczzo. La úmmica va.rieda<l
de Del Pezzo <jume aparece es la imímnersiómí <le Pliicker de la gra.ssuuianinuiauia. 0(1, 4) cmi IP9 y
su secemon hiperplamma.
Cuamudo ni. = 3, es oicc.ir le = vi — 6, ívi>demmíos obscrva.r lo sigímiemíte.
El librado nornía.l A/}jx tiene ramugo 6. por tauíto pc>clcmmuos estuidiar suí restrío’:cíón a.~ uumí
plaumo gemieral y recordar l<>s resumitados <leí capítulo 2.
Observando los librados posibles de dicha clasificaciómí e imuiponiemudo ia.s comudicionmes sobre
el umúmímero de sec<iouies globales <le IVL/x y <‘le anmumiaciómí (le los teoremmma.s de Em. se obtiemie
que para las variedades de [‘ano, la dinuensién de A’ veritica:
diun(1V) < 10
El librado .AI¿/x mío puede ser escindi<lo>, y el fibraclo E
3 tiemie exactaumíemíte 8 secciouies
glol>ales, por tanto la. varíeola<l que lo j)udiera teumer comímo librado comiormmua.l mí<> pumede
extender a uimia variedad de cliniemusión superior (3.8).
El úmmieo librado <jume perumuite alcamizar dimnemísiomues sumperiores a 8 es emmtomiccs:
0y2(—1) E>
9L’W) E> <1+
El único flbra<lo sobre IP” comí las conudiciones míecesarma.s y cuya restricciómí a. mmmi planmo
gemíerad es O>~2(—l) E> Q~
2 (i)e2 @ es el libra.<i< Q~4 (2).
Pero este librado no pue<~e cxten<lerse a. IP’>.
Usan<lo la clasifica<:iómi de variedades <le Mukai sc concluíye que:
e-
e-Proposición 5.2 Sea A’ c IPN una variedad de defecto positivo le = n — 6 entonces A’ es
una variedad de uno de los siguientes tipos:
i) Una variedad reglada sobre un.a variedad de dimensión 3.
u) Un.a fibración sobre una curva cuyas fibras generales son grassmannianas 0(1,4) o
IP
9
iii) Una variedad de A’íukai, que necesariamente será 5,, o IP’5 o una sección por uno
o por dos /miperplanos de diefia variedad.
5.2. Cotas para la dimensión de variedades de [‘armode defecto positivo en los índices siguiermtes8ñ
Para los siguuiemutes valores de un no ha.y resultados de clasificación comuocidos, fundamen-
talmuiente porque la Teoría <le Adjumnc:ióuí mío lía ofrecido resuuítados enm esos casos. Fui este
<‘omitexto el trabajo [3] teruíminma con algumías cuestiomues a las que podennmos <lar, comí niumestras
teemumeas. ciertas respumestas.
5.2 Cotas para la dimensión de variedades de Fano
de defecto positivo en los índices siguientes
La última pregunta qume se ph mítea en el trabajo de BES se descomnpone en dos:
Pregunta 1: ¿Puue<le existin umna variedad cíe Fanmo 1V con dumal degenerada, dimumensión 13
y olefecto 5?
Pregunta 2: ¿,Puie<ic existir umnía varie<laci cíe [‘ano A’ coíu dlumal degenerada, (‘himnemusión 17
x~ defecto 7’?
Quue se plantea en el contexto mumás amumplio de saber si, comí excepcióuí de la imínmíersiómí de
Piiickcr de las grassrnannianas 0(1, 2r) G WM, existen variedades de Fano comí defecto
1)OsitiXO y ni > 4.
En esta. sec:ciómu podenumos dar respímesta míegativa a las dos preguntas planteadas e inucluso
ir mmmi poco nímás lejos cmi la acotación cíe dimemusiones que sc suigiere.
Para. respomícler a. la cuiestión lurimnera supongamumos cjue efectivammíenmte existe tal varíe<lad.
Emít<>míces al toníar tres secciomíes hiperpiamías generales tenemos unmía variedad Y cíe <‘Ii—
mnemísiómí 10 y defecto 2.
El librado normuia.l a uní lugar <le contacto geuíeral L~ de la variedad Y es entonces, segúmu
la clasiticaciómí del capítuulo 2, excluyendo cíue sea escindido (Y mío es reglada). tina de la.s
cuatro> p<>sii>ili<la.des que allí se señalamí.
Comí los razomiammiiemmtos del fimua.l de la secciómí 4.4 se concluye cíue el fibra<lo> IV}jx restringido
a umí IP<’ general cíe L es
Kjs¡xLÁ = 9 4(2) E> £2~4(4).
Y mío existe uuimugún librado sobre IP
0 cuí las comudiciomies que debe tener para ser librado
norumíal a ummí lugar de contacto, <íue restrinja sobre IP4 el librado ~ (2) E>~ £?~4 (4).





Emitomíces las úmíica.s c<)lu.umnas <jume puue<len tener emutra<las mío muuula.s en emm el prmer térmímio
de la BSS <leí librado ~7/x corresponden a p = —3, —4. Por tanto la ecumación diofántica
cjue se pluuutea. es
rk(J\I>s/x) = 10 = 35P(—4) — 35P(—3) = 70P(--4)
e-
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Lo qume resulta. claraunemite umía co>mitra.olicción.
Pero auímu podeunios uuíejorar algo la cota <íue se pumede da.r para esta.s varie<lades.
Supongamnos qume temicnmosn = lG. le = 6.
De muruevo temíenmos mmmi librao’io dIc raumgo 10 sobre IP6. Estuuchia.mmmos la restric:<:iómí a u.umí planmo
y temiennos las posibilidades <leí capítuulo 2. Neccsariauuiemite la exteuísióuí de umímo (le estos
librados a mmmi F~ es:
.Af¡t/xL~.5 = §v<1) E> Q~;(4)
<lume muo sc pumede extender a IP6 comí las cd>mu<lici<)nes <jume se tienen soi>re AQ
1,x.
e-Tenmemnos entonces. resumnímemído, el siguient.e resultado:
9.
Teorema 5.3 Sea A’ c IPN una variedad dc defecto positivo:
9.
Si Xx = Ox(—vi + 3) entonces di’m(X) < 12.
Si Xx = Ox(—’n + 4) entonces dínu.(X) =15.
Y además en los casos extrenuos, a saber, dinn(1V) = 12, le = 4, Xx = Ox(—9) y
din¿(X) = 15 le — 5 y Xx =
0x (—11) podenmuos cletermuuimíar coum precisiómí el libra.<lo
muornua.i a. umn iuugar de comutact<u gemueral. que respectívaniemute va a. ser
-4
‘4- — { &44(2) E> t (4)JVL/X’ 9 (1) ‘Y 94(4)
Lo que nos da. ciertas iuíformaciones ge<>nmétricas sobre estas variedades (dimnemísiómí <leí
aumíbieuíte. dc la.s faumuilias <le espacios limueales emm su imuterior...) aumuiqume no peruimitemí, comí
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Apéndice de cuentas con Maple
Conmo ilustración del tipo de cálculos que se han hecho con el paquete Sehumbert del Maple
presemitannuos <los sesiomíes cíe Maple.
La primnera estuidia. la.s clases <‘le Clíermí de los librados de ramigo 8 candidatos a ser el
tibra<io comio>rmal a uímí lugar <le comitacto gemieral IV>x. El estudio se luace ole la. siguiente
mnauiera1
i) touuma la. lista. (le la pagimía 46 y calcula las clases <le Chuern cíe las posibles restrícciomíes
a umní plamio;
u) la rcstriceiómu a vii espaci<> tri<limneuisiouial tiene la tercera clase de Cheruí determuimuada
por el isomniorlisnio dc (2.4);
iii) a.l llega.r a umní IP”’ se iniponemí ia.s oiiversa.s comídiciones ciume hemno>s i<lo estudiamudo.
anulación de la c:olmonnología y múmmíero de secciones globales, para deternuinmar la cuarta
clase <le Chermv
iv) esto deternuinma covimpletarnemíte la restricción al plano y linalmenute. amía.lizan<lo
las posibles extensiones a espacios proyectivos de dimensión superior de dicha restricciómí,
propo>rciomua resuulta.<’los <le clasilicaciómí <le variedades c<>uí defecto positivo cíne sc hauí musado
en el capítulo 5.
La seguuuída sesiómí hace umí proceso paralelo para los librados de rango 10.
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Sesión 1 de Maple
Fíbrados de rango 8
• with(schubert> : #SESION 1; FIBRADOS DE RANGO S#
e proj(2,h,all): #restriccián a un piano#








1 — 4 t -4- 10 t
• ~
2
1 - 4 t + 10 t
• subs(tA3r0,tÁ40,tA5=0,expand((l~2*t+4*tA2)A2));
2
1 — 4 t + 12 U
• trestriccián a un espacio tridimensional#
• proj(3,h,all): 33:=buindle(8,c,Ph>:
• tel isomorfismo de (2.4) determina la tercera clase de Chern (impone
condiciones sobre las clases de Cbern lmpares)#
• C3:tsolve(subs(cJsz-4,hnl,Ll,chern<B3)-chern(tensor(dual(E3),o(~
1>)>> c3







#sobre un espacio de dimensión 4#
proj (4,h,all)
• B4:4ouridle(S,c,Ph>:
• tía anulación del teorema 2.19 deteuaaina el polinomio de Hílbert en 0,
PKcu)rot
• #Riemann-Roch#
E(o) :rsubs(h=l,coeff(expand((tensor(B4,o(n))*todd(tangentbundle(Ph) ))) ,t”4







• #P(l) es igual a la dimensión del espacio de secciones globales del








• #solo es válida la primera opcion P(l)=15, ya que el númuuero de
secciones globales debe ser mayor o igual que 12#
• P(—2) :subs(n—2,P(n) )
• subs (dli-4, c2=8, c½—lO, c4=ll, P(-2)
o
Sesión 2 de Maple
Fubrados de rango 10.
wuith(schubert): #SESION 2: PIBRADOS DE PANGO 104
• proj (2h,all> : trestricción a un plano#
• tLista de librados del capítulo 24
• subs(hrl,chern(3*o±2*(tensor(dual(tangentbundle<Phfl,o(lfl)~t1B*o(~l)));
2
1 — ES t + 12 t
• ~
2
1 — 5 t + 14 t
• ~
2
1 - ES t + 14 t
• cubs(tA’3~s0,tA4sz0,tA5O,expand(<l.t)*(l..2*t+4*tA2)A2fl;
2








1 — ES U + 18 t
• subs(t4~3zz0t<~4r0,t>5=0tA6=0,tA~7t0,t~8r0expand( (l+L)*<l~2*t+4*tA2>A3));
2
1 — ES t + 18 t
• proj(3h,all): #restricción a un espacio tridimensional#
• B3:rbundle(l0c,ph):
• #e1 isomorfismo de 2.4 determina la tercera clase de Chern#
• CS:=solve(subs(cN~~5,h=l,tzl,chern(B3)~chern(tensor(dual(n3>o(
1)>>> c~3









• proj (5,h,all) #sobre un espacio de dimensión 5#
• BB:rbundle(l0,c,Ph):
• #el teorema 2.19 garantiza que P(OhO#
• #Riemann-Roch#
P(n) :msubs(h=l,coeff(expand( (tensor<BB,o<n))*todd<tangentbundle<Ph) >1) ,t”5
• P(0):subs(n0,P<n)):
• #determinamos la cuarta y cgíinta clases de Ghemsn#
• solve(subs(cl=-ES,c2r12,c3r-18,P(0)Yc4);
24 + 1/7 cES
• solve(subs(cl~-5,c2l4,c½—26,P(0)hc4);
220/7 + 1/7 cES
• solve(subs(cl=—5,c2=16,c3r—34,P(0)),c4);
312/7 + 1/7 cES
• solve(subs(clt—ES,c2=18,c3=—42,P(Gfl,c4);
444/7 1- 1/7 cES
• C5:rsolve(subs(cisz-5,hl,t1,chern(BES)-chern<tensor(dual(BESho(~
1)>)) ,c5)




















• #como dicho número debe ser mayor o igual que 15, la única opción
valida es la primera#
• P(—2):subs(n—2,P(nfl:
• subs(citz—5c2szl2,c3=—iS,c4=24±c5/7,c5z-’2i,P(~2)>;
o
U T
